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CAPITULO 1

Espacios de Hilbert

En este capitulo daremos un breve repaso de los principales resultados e ideas
en la teoria de espacios de Hilbert.

1. El Producto Punto y la Geometria Euclidiana

Una herramienta fundamental en los cursos de geometria vectorial es el pro-
ducto punto. Recordemos que si T = (z1,22,23) vy § = (y1,¥2,¥s3) son dos vectores
en el espacio, su producto punto se define como

Ty =m1Y1 + x2y2 + T3Y3

La relevancia de este producto estd en el hecho de que los dos conceptos bésicos
de la Geometria Euclidiana, a saber, los conceptos de longitud y dngulo se pueden
expresar en términos del producto punto. En efecto, como sabemos la longitud o
norma de un vector T = (x1, xa,T3) €s

]l = /21 + 23 + 23

y no es dificil verficar que esto es equivalente a la relacién

1zl = vz -z
Asi, la longitud de un vector se puede expresar en términos del producto punto.
El concepto de dngulo se deriva del concepto fisico de trabajo, el cual nos da
la relacién
z-y = ||lz] |yl cos 6
donde 6 denota el dngulo formado por los dos vectores cuando parten del mismo
punto. A partir de esta relacién se tiene que para vectores no nulos el dngulo estd
dado por
Z-
1z 17l
Puesto que la norma se puede obtener directamente del producto punto, se tiene
que también el dngulo entre dos vectores se puede obtener del producto punto.
Ahora bien, las herramientas bédsicas que usamos para trabajar con el producto
punto se pueden sintetizar en el siguiente resultado.

0 = arccos <:ry> 0, si se quiere, cosf =
1z 7]l

PROPOSICION 1. (Propiedades Bdsicas) El producto punto satisfaces las sigu-

(&3
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Como consecuencia inmediata de estas propiedades se tiene el

TEOREMA 2. Para cualesquiera vectores T yy y para cualesquiera nimeros «
y B se cumple que

_ —112 —12 - —112
laz + Bl* = o®||Z]|* + 205z - 5 + 52 |3

PROBLEMA 1. Use las propiedades bdsicas para mostrar

a) (T+y)-z2=2-Z2+7-Z.
b) (Z+9) - Z+w)=2-2+y-Z2+T - wW+7-w.
c) (A7) -g=A(z-9)

Ahora muestre el teorema 2.

Con base en estas propiedades uno puede demostrar muchos de los resultados
de la Geometria Euclidiana. Asi, por ejemplo, la identidad del paralelogramo que
nos dice que en un paralelogramo la suma de los cuadrados de las diagonales es
igual a la suma de los cuadrados de los lados, puede formularse en términos del
producto punto como la igualdad

2 2 2 2
1z +yl”+ Iz —glI” =2z + 2 |y
la cual se demuestra directamente usando el teorema 2.

PROBLEMA 2. Haga un dibujo que ilustre la relacién entre la igualdad anterior
y la identidad del paralelogramo y demuestre esta igualdad.

La distancia entre dos puntos también se puede obtener via el producto punto.
Recordemos primero que si Py @ son dos puntos y P y Q son sus vectores asociados
(tambien llamados vectores de posicién), el vector QQ — P corresponde al segmento
dirigido que va de P a @ y por ende la distancia de P a @) es justamente la longitud
de este vector, esto es

dist (P,Q) = ||Q — P||
Un problema de particular importancia para nuestra discusién posterior es el sigu-
iente: Dada una recta y un punto, encontrar el punto en la recta més cercano al
punto dado.

Pensemos en el caso en el que queremos encontrar el punto en la recta mas
cercano al origen. Puesto que el vector de posicién de un punto en la recta es de la
forma

P=x+ty
donde T es el vector asociado a un punto en la recta y g es el vector direccién de la
recta. Nuestro problema ahora pude formularse como el de encontrar el valor de ¢
para el cual la distancia entre el punto correspondiente a Z + tjj y el 0 es mfnima,
esto es, encontrar el valor de ¢ para el cual |Z + t7|| es minimo. Como minimizar la
expresién || + tjj|| es equivalente a minimizar su cuadrado, ||z 4 ¢7||?, el problema
se reduce a encontrar el minimo de la funcién
d(t) = ||z +tgl* = |]* + 2tz - g + ¢ |||
Usando el Célculo de una variable, derivamos con respecto a t e igualamos a cero
para obtener que el valor de t para el cual la distancia del origen a la recta es
minima es o
Ty
[z
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Asi, el punto de la recta més cercano al origen es el punto correspondiente al vector

_ -y _
T—|—35|¥
9l

v la distancia méds corta es la raiz cuadrada de

o2
2 (@9
2] = ~—73
17l
Una consecuencia adicional de este resultado se sigue de observar que esta
dltima cantidad debe ser positiva y por tanto

(z-9)°

—112
—5— < ||z|
17l

lo que nos lleva a la desigualdad
|z - gl < llz|l |7l
Esta es una importante desigualdad y es llamada la desigualdad de Cauchy-Buniakovki-
Schwarz.
Para terminar esta seccién formularemos el concepto de perpendicularidad en

términos del producto punto. Como ya se mencioné la relacién entre angulos y
vectores esta dada por la identidad

z-y =z ||yl cos®

Si los vectores T y g son perpendiculares el dngulo que forman es 5 y puesto que

cos 5 = 0, se tiene que T -y = 0. Reciprocamente, si el producto punto de dos
vectores no nulos T y § es cero, entonces, ||Z|| ||g||cosd = 0 y por tanto cos = 0
y el dngulo formado por los vectores es 5. En resumen, dos vectores no nulos son
perpendiculares si y solo si su producto punto es 0. Con esto en mente podemos
formular el teorema de Pitdgoras de la siguiente manera

TEOREMA 3. Si T y gy son vectores mutuamente perpendiculares, entonces,
— 2 112 _12 2 2 12
1z —gl” = lzI" + 17" v Iz +glI" = [1ZII" + |7l

PrROBLEMA 3. a) Haga un dibujo que ilustre la relacién entre estas igualdades
y el teorema de Pitdgoras.
b) Demuestre ambas igualdades.

2. Espacios vectoriales con producto interior

En la seccién anterior hemos discutido algunas de las cualidades del producto
punto en R3. Un examen cuidadoso de la discusién previa deja ver que todas
las propiedades relevantes del producto punto se pueden deducir a partir de sus
propiedades bdsicas (proposicién 1). Asi, si queremos extender las nociones de la
geometria euclidiana a espacios vectoriales més generales, deberemos introducir en
estos espacios una nocién de producto que cumpla propieades andlogas a las del
producto punto.

DEFINICION 1. (Producto interior) Dado un espacio vectorial H, diremos que
una funcién a : H x H — R es un producto interior en H si y solo si satisface las
siguientes propiedades:

) a(u,v) =a(v,u) Vu,v € H.
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<) a(u, W) = Aa(u,v) Yu,v e H y A€ R.
) a(u,v+w)=au,v)+a(u,w) Yu,v,w € H.
) a(u,u) >0Vu e H.
_ )a(u,u) =0siysolosiu=0.
A un espacio vectorial en el cual se ha eligido un producto interior lo llamaremos
un espacio pre-Hilbert.

NoTACION 1. En lugar de escribir a (u,v) para denotar el producto interior de
w y v usaremos el simbolo (u,v), o simplemente (u,v). Para denotar un espacio
vectorial H con el producto interior (-,-), escribiremos (H, (,-)).

Los siguientes son ejemplos de espacios pre-Hilbert
EJEMPLO 1. El espacio R con el producto
(T,9) = 191 + Toy2 + -+ TNYN

EJEMPLO 2. El espacio de las funciones continuas en un itervalo [a,b], C [a, ]
con el producto

b
(f.9) = / f (@) g (x) du

EJEMPLO 3. El espacio £ de sucesiones (an) con la propiedad de que

o0
> aj <o
k=1

con el producto

<(an) ) (bn)> = Z arby
k=1

PROBLEMA 4. Muestre que los productos dados en los tres ejemplos anteriores,
en efecto, cumplen las cinco propiedades de un producto punto.

PROBLEMA 5. Muestre que en un espacio pre-Hlbert (H,(-,-)) se tienen las
siguientes propiedades

a) (Au,v) = A (u,v).

b) (u+ v, w) = (u,w) + (v, w).

¢) {au+ v, w) = a{u,w) + B {v,w) y (u,av + fw) = a {u,v) + B (u, w).

PROBLEMA 6. Muestre que en un espacio pre-Hlbert (H, (-,-)), se cumple que
(u,0) =0

PROBLEMA 7. Use induccién para ver que
n n
<Z ajuj7w> = Zaj (uj, w)
=1 =1
El primer concepto geométrico que podemos definir en un espacio pre-Hilbert

es el de longitud de un vector

DEFINICION 2. Sea (H,(-,-)) un espacio pre-Hilbert definimos la norma o
longitud euclidiana de un vector v € H como

[ullgr = v/ {u,w)
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En lo que sigue, si no hay posible confusion, escribiremos tan solo [|-|| en lugar
de [|-]| -

Usando el hecho de que |[u]|® = (u,u) y la propiedad c) del problema 5 dos
veces se tiene que

law+ Bv|* = (au+ Bv,ou+ Bv) = a (u, au+ Bv) + B (v, au + Bv)
= o (u,u) + af (u,v) + Ba (v,u) + 2 (v,v)
= o’ ull* + 28 (u,v) + B ||v|*
lo que nos da la versién andloga del teorema 2.

TEOREMA 4. Si (H,(-,-)) es un espacio pre-Hilbert, entonces para todo u,v € H
y para todo o, B € R se cumple que

llow + Bol* =  [lu]]* + 208 {u, v) + 57 |lv]|*

PrROBLEMA 8. Use el resultado anterior para ver que también se tienen las
siguientes propiedades
a) [Ju+ vH2 = IIUII2 +2(u,v) + ||U||2
b) [lu—ol* = [lul* = 2 (u,v) + o]
) {u,e) = § (-t oll* = Ju— o))
d) |lul]l =0siy solosiu=0.
e) [[Aull = [A[flu].-

Una propiedad geométrica de los paralelogramos que nos serd de utilidad es la
llamada identidad del paralelogramo, la cual nos dice que la suma de los cuadrados
de las diagonales es igual a la suma de los cuadrados de los lados. Esta propiedad
se puede reformular en términos de la norma euclidiana de la siguiente manera

PROPOSICION 5. (Identidad del paralelogramo) La norma euclidiana cumple la
igualdad

2 2 2 2
[+ vl|” + [Jlu = vf|” = 2 Jull” + 2 Jv]]” .
PROBLEMA 9. a) Haga un dibujo que ilustre la relacién entre esta igualdad y

su relacién con un paralelogramo.
b) Use el teorema 4 para demostrarla.

Otra consecuencia de la forma en que definimos el producto interior es la sigu-
iente

TEOREMA 6. (Desigualdad de Cauchy-Buniakovski-Schwarz) Si (H, (-,-)) es un
espacio pre-Hilbert, entonces para todo u,v € H se cumple que

[(w, )] < [l [|v]]
Demostracién. Notemos que si v es el vector 0 entonces la desigualdad se

cumple pues ambos lados de la desigualdad son cero.
Si v # 0, sabemos que para cualquier nimero t € R

0 < Jlu+ tol* = [ful® +2¢ (u, 0) + ¢ ||o]|*

en particular para

{u, v)
o2

t=—



10 1. ESPACIOS DE HILBERT

se tiene la desigualdad

((u, v))*

112

2
0 <fluf” =

llv
y por ende
2 2 112
((u, )™ < lull” o]
sacando raiz en ambos lados de la desigualdad llegamos a
[(u, )] < [l [|v]]

O

Una consecuencia importante de la desigualdad de Cauchy-Buniakovski-Schwarz

es la llamada desigualdad del tridangulo, la cual nos dice que en cualquier tridngulo
la suma de las longitudes de dos de los lados siempre excede al tercero.

TEOREMA 7. (Desigualdad del triéngulo) Para cualesquiera dos vectores u y v
en un espacio pre-Hilbert (H, (-,-)) se cumple que
[+ vll < Jlull + o]
Demostraciéon. Puesto que
[+ olf* = [[ull* + 2 (u, ) + |lo]*
y [{w, v)] < Jlul[|Jv]| se sigue que
lu+ol* = flul® +2 (o) + [[o]* < flu+ o]
<l + 2 el ol + oll* = ((lull + o]

lo desigualdad se sigue via la raiz cuadrada. O

PrOBLEMA 10. Haga un dibujo que ilustre la relacién entre esta desigualdad
y los lados de un tridngulo.

ProBLEMA 11. Haga un dibujo que ilustre la desigualdad
el = llvlll < flu — vl
y demuéstrela.

Una relacién, tal vez sorprendente, entre la norma y el producto interior es la
siguiente
TEOREMA 8. Sea (H, (-,-)) un espacio pre-Hilbert, entonces, para todo w € H

[[ull = Sup, (u,0) = sup {(u,v) : v € H,|[|v]| = 1}

Demostracién. Para u = 0 el resultado es inmediato. Siu # 0, el vector ﬁu
es de norma 1 y por ende

1
foll = (i i) < sup G
[l lv]|=1

Por otra parte, de la desigualdad de Cuachy-Buniakovski-Schwarz se tiene que para
cualquier vector v de norma 1

{u, v) < lul/ flv]} = [ull

por lo tanto

sup (u,v) < [uf
loli=1
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en consecuencia
sup (u,v) = [|ul
[lv]|=1

O
Otra consecuencia de la desigualdad de Cuachy-Buniakovski-Schwarz es el he-
cho de que para vectores u y v no nulos siempre se cumple la desigualdad
< Yy
= lulloll
Esta desigualdad muestra que el concepto de angulo entre dos vectores no nulos en
un espacio pre-Hilbert estd bien definido.

DEFINICION 3. (Angulo entre vectores) Sea (H, (-, -)) un espacio pre-Hilbert y
sean u y v dos vectores no nulos, definimos el dngulo entre u y v como

6 = arccos ((u,v))
[[ull o]l

donde la rama del arcocoseno se elige de modo que sus valores estén entre 0 y .

Puesto que arccos0 = 7, se tiene que dos vectores son perpendiculares si su
producto interior es 0.

DEFINICION 4. Sea (H, (-,-)) un espacio pre-Hilbert, diremos que dos vectores
u,v € H son ortogonales si y solo si

(u,v) =0

Notemos que, como parte de la generalizacién del concepto de angulo, el vector
0 es ortogonal a todo vector, de hecho es el tinico vector con esta propiedad.

PROBLEMA 12. a) Muestre que el dnico vector ortogonal a todo vector es el
vector 0. Esto es, si (H,(-,:)) es un espacio pre-Hilbert y (w,v) = 0 Vv € H,
entonces, w = 0.

b) Use esto para mostrar que si (u,v) = (w,v) para todo v € H, entonces,
u = w.

El siguiente resultado generaliza el teorema de Pitdgoras

TEOREMA 9. Si (H,(-,-)) es un espacio pre-Hilbert y u,v son ortogonales,
entonces,
lu = o)) = Jul® + [l g llu+o)* = Jul® + [lo]®
La nocién de ortogonalida se puede extender a subconjuntos de un espacio
pre-Hilbert.

DEFINICION 5. Sea (H,(-,-)) un espaico pre-Hilbert y sea D un subconjunto
no vacio de H. El conjunto
Dt ={ve H:(v,u) =0Yu € D}
es llamado el complemento ortogonal de D.

PROBLEMA 13. Muestre que si (H,(-,-)) un espaico pre-Hilbert y sea D un
subconjunto no vacio de H, entonces, D es un subespacio de H.

Una de los aspectos mds importantes en problemas relacionados con espacios
vectoriales con producto interior es el estudio de las propiedades de los conjuntos
de vectores mutuamente ortogonales.
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DEFINICION 6. Un conjunto de vectores {ui,us,...,u,} en un espacio pre-
Hilbert (H, (-,-)) es llamado un conjunto ortogonal si y solo si todos los vectores
son diferentes de cero y

(uj,ur) =0 para j # k

Una de las propiedades de los conjuntos ortogonales que resultard relevante
més adelante es la siguiente

TEOREMA 10. Sean {u1,us,...,u,} vectores mutuamente ortogonales y no nu-
los en un espacio pre-Hilbert (H, (-,-)) y sea v un vector en el subespacio generado
por {uy, us,...,u,}. Entonces,

n
v, U v, U v, U v, U
=> << k2>>uk= << 12>>U1+ << 22>>u2+---+ << "2>>un
=\ el [Ju | [[uz [[en |
Demostracién. Puesto que v est4 en el subespacio generado por {u1,usg, ..., u,}
se tiene que
n
v = Za]’u]'
j=1

Usando las propiedades del producto interior (problema 7) se llega a

n n
(v,u) = <Z ajujauk> = Zaj (g, ug)
j=1 Jj=1

Como (uy,u;) = 0 para k # j se sigue que

n
(0 uk) =Y o (g, up) = o (ug, ) = o [l
j=1
por lo tanto para k =1,...,n
_ (v uk)

k= 2
[

Asi,
o <<v,uk2>>w<<v,u12>>ul+<<v,u22>>u2+m+<<v,un2>>u”
=\ ] | lua | It
O

Un 1ltimo concepto geométrico que discutiremos en esta seccién es la nocién
de distancia euclidiana.

DEFINICION 7. Dado un espacio pre-Hilbert (H, (-,-)) definimos la distancia
euclidiana entre dos vectores v y v como

d(u,v) = [lu— vl 4

El siguiente resultado muestra que nuestra nocién de distancia cumple las
propiedades esperadas

PROPOSICION 11. La distancia euclidiana en un espacio pre-Hilbert (H, (-,-))
satisface las siguientes propiedades:

) d(u,v) =d(v,u).

) d(u,v) > 0.

<o) d(u,v) =0 siy solo siu=wv.
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-+ ) Para cualquier w € H, d(u,v) < d(u,w) + d (w,v).

La demostraciéon de estas propiedades se deja como ejercicio, todas ellas se
derivan de las propiedades de la norma (ver problema 8). Excepto la propiedad
-+ +-) la cual se obtiene de la desigualdad del tridgngulo.

PROBLEMA 14. Demuestre la proposicién 11.

3. Convergencia y Espacios de Hilbert

Con la nocién de distancia euclidiana definida para espacios pre-Hilbert, podemos
introducir el concepto de convergencia.

Recordemos que por una sucesién en un espacio vectorial H se entiende una
funcién definida en los naturales y con valores en H. Como es costumbre en lugar
de referirnos a una sucesién en la forma de una funcién v : N —H, usaremos la
notacién {u, }, donde wu,, denota el valor de la sucesién en el natural n.

DEFINICION 8. Sea (H, (-,-)) un espacio pre-Hilbert, diremos que una sucesién
{un} converge en H si y solo si existe un vector u en H tal que para cada nimero
positivo dado, digamos €, existe un entero positivo N, con la propiedad de que para
todo n > N, se cumple

d (Un,u) = |lup, —ull <e
al vector u para el cual se cumple esta propiedad es llamado el limite de la sucesién
y usaremos la notacién

lim u, =uvou, —u
n—oo

para indicar que la sucesién converge y su limite es u.

La nocién de convergencia de sucesiones en un espacio de pre-Hilbert tiene
muchas propiedades similares a las de las sucesiones de niimeros reales. El siguiente
resultado enumera las mds relevantes para este trabajo.

PROPOSICION 12. En un espacio pre-Hilbert (H,(-,-)) se tienen las siguientes
propiedades:

a) El limite de una sucesion convergente es inico.

b) Toda sucesion convergente es acotada. FEsto es, si {u,} es una sucesion
convergente, entonces, existe M tal que ||u,|| < M para todo n € N.

¢) La sucesion {u,} converge a un vector u si y solo si la sucesion de nimeros
reales ||u, — u|| converge a 0.

d) Si la sucesion{u,} converge a un vector u, entonces, ||u,|| converge a ||ul|.

La demostracién de estas propiedades se deja como ejercicio.
En cuanto a las propiedades de la convergencia relacionadas con la estructura
de un espacio vectorial con producto interior, tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 13. Sea (H,(-,-)) un espacio pre-Hilbert y sean {u,} y {vn} dos
sucesiones en H tales que

lim u, =u y lim v, =v

n—oo n—oo
Entonces
a) Para cualesquiera nimeros reales A y p la sucesion {u, + pv, } converge y

lim (Aup, + po,) = Au + po
n—oo



14 1. ESPACIOS DE HILBERT

b) La sucesion de nimeros reales {un,v,) converge y

lim (uy,v,) = (u,v)

n—oo
Demostracién. Demostraremos el inciso b).
Puesto que
[{ttn 0n) = (u, 0n) + (1, vn) = (u, )|
= [un = u,vn) + (u,vn — )|
< Kun = vp)| + [(u, v — 0)

Se sigue de la desigualdad de Cauchy-Buniakovski-Schwarz (teorema 6) que

|(tn, vn) — (u,v)]

[{tn, vn) = (s 0) < flun = ull f[on | + lull [[on = v]|

Puesto que {v,} es una sucesién convergente (proposicién 12), existe M tal que
|lvn]] < M, en consecuencia

[{tn, vn) = (w, V)] < Jlun =l M+ [u] lon = v]|
Como las sucesiones {u,} y {v,} convergen, para cada € > 0 podemos encontrar

enteros positivos Ny y Ny tales que

5
lun, —ul| < oqf paran >Ny |lon—v] < 5 para n > N

€
(1 flul)
por lo tanto si elegimos N = max {Ny, N2} se tiene que para todo n > N se cumple
la desigualdad
[(tn, vn) = (u, )| < lun — ul| M+ [|uf lo, — o]

13 g
< — M+ |u| =
o M+ Ml s

PROBLEMA 15. Muestre el inciso a) de este teorema.

Dos conceptos relacionados con el estudio de convergencia de sucesiones son el
concepto de subsucesién y el de sucesién de Cauchy.

DEFINICION 9. Sea {u,} una sucesién en un espacio pre-Hilbert (H, (,-)),
diremos que {uy, } es una subsucesion de {uy} si y solo si existe una funcién es-
trictamente creciente n (k), n : N — N tal que n (k) = ny.

OBSERVACION 1. Notemos que puesto que la funcién n (k) = k es una funcién
estrictamente creciente, toda sucesion es una subsucesién de si misma.

Un resultado bien conocido sobre subsucesiones es el siguiente

TEOREMA 14. En un espacio pre-Hilbert (H, (-,-)) una sucesion {u,} conver-
gente a un punto u € H si y solo si toda subsucesion converge a al mismo punto
u.

DEFINICION 10. Sea (H, (-,-)) un espacio pre-Hilbert, diremos que una sucesién
{u,} es de Cauchy si y solo si para cada nimero positivo dado, digamos ¢, se puede
encontrar N tal que para todo n, m > N, se cumple la desigualdad

ltorn, — uml| < e



3. CONVERGENCIA Y ESPACIOS DE HILBERT 15

PROBLEMA 16. Muestre que si {u,} es una sucesién de Cauchy en(H, (-,-)),
entonces, existe una subsucesion {u,, } de {u,} tal que para cada k € N

||“nk+1 - u”kH < 27

No es dificil mostrar que en un espacio pre-Hilbert toda sucesién convergente
es de Cauchy. En efecto, puesto que para cada ntimero € > 0 existe N tal que para
todo n,m > N se cumple que

3 3
lm =l < 5y o =l <

por lo tanto para todo n,m > N

Hun_umH = Hu7L_u+u_um||

IN

e €
I — || + |um — ul| < 3 + 5= €

en conclusién

TEOREMA 15. Toda sucesion convergente {un} en un espacio pre-Holbert (H, (-, -

es de Cauchy.

Uno esperaria que el reciproco de este teorema, esto es, que toda sucesién de
Cauchy converge a un elemento del espacio pre-Hilbert en el que estamos traba-
jando. Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra que esto no se cumple en general
en un espacio pre-Hilbert.

EJEMpPLO 4. Considere el espacio pre-Hilbert de las funciones continuas en el
intervalo [0,1], C [0, 1], con el producto interior

y considere la sucesién

OSle[
Uun () = 2$_%Sl 6[ on nztf]
151x6("n 1]

Puede demostrarse que esta sucesion es de Cauchy en (C [0, 1], (-,-)). Sin embargo,
no converge a ninguna funcién continua.

Las graficas de esta sucesion de funciones son
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donde para n mdas grande la pendiente del sector intermedio aumenta.

PROBLEMA 17. Muestre que la sucesién {u,} definida en el ejemplo (ejem. 4)
es una sucesion de Cauchy en (C [0, 1], (-,-)) y que con la norma euclidiana definida
por el producto interior en C [0, 1]

Jull = ) = ( "2 @) dz)%

la sucesién converge a la funcién

la cual no es un elemento en C [0, 1].

Puesto que la propiedad de que toda sucesién de Cauchy converge a un elemento
del espacio en el que estamos trabajando es fundamental en el desarrollo de la
teoria y esta no es inherente a un espacio pre-Hilbert, debemos distinguir a aquellos
espacios que si la tienen de los que no la cumplen.

DEFINICION 11. Diremos que un espacio pre-Hilbert (H, (-,-)) es un Espacio
de Hilbert si y solo si en ese espacio toda sucesién de Cauchy converge a un
elemento en dicho espacio.

Notemos que de acuerdo con el problema 17 el espacio (C[0,1],(:,-)) no es un
espacio de Hilbert.

Terminamos esta seccién senalando que un espacio métrico con esta propiedad
es llamado un espacio métrico completo. Por supuesto, como todo espacio de
Hilbert es un espacio pre-Hilbert, todas las propiedades discutidas en esta seccién
y la anterior son igualmente vilidas en espacios de Hilbert.

PROBLEMA 18. Muestre que RY con el producto interior

(Z,9) = 71y1 + T2y2 + -+ + TuYn

es un espacio de Hilbert. (Sugerencia: recuerde que los reales R son un espacio
métrico completo.)



4. LA TOPOLOG{A DE LOS ESPACIOS DE HILBERT 17

4. La topologia de los Espacios de Hilbert

En esta seccién estudiamos los conceptos de conjuntos abiertos, cerrados, densos
y compactos. Iniciamos con la definicién de bolas abiertas.

DEFINICION 12. Sea (H, (-,-)) un espacio de Hilbert. Dado un punto v € H y
un ndmero real positivo r, definimos la bola abierta de radio r con centro en u
como el conjunto

B.(w)y={veH:|v-—ul|<r}

Esta definicién es la generalizacién del concepto de disco en el plano y el de
bola en el espacio.

=<\

4+

En efecto, si recordamos los puntos Z = (21, z2) en el interior de un circulo de radio
r con centro en un punto @ = (ag, az) estdn descritos por la condicién
2 2 2
(x1—a1)" + (2 —ag)” <r

Esta desigualdad en términos de la norma euclidiana toma la forma

Iz~ alf <r*
lo cual es equivalente a la condicién
lz—al <r

que es justamente la condiciéon que define a los puntos de una bola en un espacio
de Hilbert.

A partir de la definicién de una bola abierta en un espacio de Hilbert podemos
definir uno de los conceptos mas importantes en mateméticas, el concepto de con-
junto abierto.

DEFINICION 13. Un conjunto A en un espacio de Hilbert (H, (-,-)) es llamado
un conjunto abierto en H si y solo si para cada punto u € A se puede encontrar
una bola abierta (esto es, un radio 7 > 0) con centro en u tal que

B, (u)C A
El siguiente resultado nos da las propiedades bésicas de los conjuntos abiertos

PROPOSICION 16. Sea (H, (-,-)) un espacio de Hilbert. Entonces,
-) Los conjuntos & y H son conjuntos abiertos en H.
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) Si{Aat,er €s una familia de conjuntos abiertos en un H, entonces,
A= | A,
a€L

es un conjunto abierto en H.
) Si Ay, Aa, ..., Ay es una familia finita de conjuntos abiertos en H, entonces,

ﬂAjzAmAQm---mAn

j=1
es un conjunto abierto en H.

Demostracién. Mostraremos tan solo la propiedad - - -). Dado w un punto

n
en ﬂ Aj, entonces, u € A; para cada j = 1,...,n. Como cada A; es un abierto,
j=1
para cada uno de ellos podemos encontrar r; > 0 tal que B, (u) C A;. Si ahora
tomamos r = min {ry,7,...,7,}, entonces, 7 > 0y B, (u) C B,, (u) C A; para
n

todo j =1,...,n. Por ende, B, (u) estd completamente contenida en ﬂ A;. O
j=1

OBSERVACION 2. Notemos que si, en esta demostracion, en lugar de tomar
un nimero finito de conjuntos A; tuvieramos una infinidad, entonces, no podemos
hablar del minimo de los radios y se tendria que usar el infimo el cula pued ser
(y con frecuencia lo es) cero, el cual no es un radio admisible. De aqui que la
afirmacion - - -) se vdlida solo cuando se considera una familia finita de conjuntos.

PROBLEMA 19. Muestre las propiedades -) y --) de la proposicién 16.
Por supuesto toda bola abierta es un conjunto abierto.

PROPOSICION 17. En un espacio de Hilbert (H,(-,-)) toda bola abierta es un
conjunto abierto de H.

Demostracion. El siguiente dibujo ilustra el camino a seguir

Vi D

—_

Dada una bola abierta B, (u), para cada w € B, (u) sea p =1 — ||lw — ul|. Puesto
que w € By (u), |lw—ul|| < r por lo tanto p = r — ||w — ul| es un nimero positivo
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y para todo v € B, (w) se tiene que

lo—ull = fJo—w+w—u|
< v —wll + [Jw—ul
< ptlw—ul=r
lo que muestra que v € B, (u). |

Ahora definimos la contraparte de los conjuntos abiertos.

DEFINICION 14. Un conjunto D de un espacio de Hilbert (H, (-,-)) es llamado
un conjunto cerrado en H si y solo si su complemento D¢ es un conjunto abierto
en H.

A continuacién enunciamos las propiedades bésicas de los conjuntos cerrados.

PROPOSICION 18. En cualquier espacio de Hilbert (H, (-,-)) se tienen las sigu-
ientes propiedades:

-) Los conjuntos @ y H son conjuntos cerrados.

) Si{Dq},c; €5 una familia de conjuntos cerrados en H, entonces,

) Da
acl
es un conjunto cerrado en H.

+++) 8i D1,Ds, ..., D, es una familia finita de conjuntos cerrados en H, en-

tonces,
n

UDjzplupguman
j=1
es un conjunto cerrado en H.

PROBLEMA 20. Demuestre la proposiciéon 18.

Si bien los conjuntos cerrados son la contraparte de los conjuntos abiertos, no
debe confundirse esto con la negacién légica de los conjuntos abiertos. Esto es, si
un conjunto no es abierto no quiere decir que el conjunto sea cerrado. De hecho, la
mayoria de los conjuntos no son ni abiertos ni cerrados.

OBSERVACION 3. Puesto que el complemento del complemento de un conjunto

. C . . . . .
es el conjunto, (Ec) = F, se tiene que un conjunto es abierto si y solo si su
complemento es cerrado.

EJEMPLO 5. En un espacio de Hilbert (H, (-, -)) todo conjunto formado por un
numero finito de puntos es cerrado. En efecto, consideremos primero un conjunto
formado por un solo punto {u}. Veamos que {u}“ = H ~ {u} es un conjunto
abierto. Para cada w € H N\ {u} se tiene que w # u y por lo tanto r = ||u — w|| > 0.
Asi, siv € By (w),

r=w—ul <flw—of +[lo—uf <r+v—u

lo que muestra que 0 < ||Jv — ul| lo que implica que v # u, esto es, v € H \ {u}.
Usando la proposicién 18 --- ) se obtiene el resultado para cualquier conjunto finito.

~ PROBLEMA 21. Muestre que en un espacio de Hilbertl cualquier bola cerrada
B, (u) ={v € H: |v—u| <r} esun conjunto cerrado.
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PROBLEMA 22. Muestre que en un espacio de Hilbertl cualquier subespacio de
dimensién finita es un conjunto cerrado.

Existe una caracterizacién de los conjuntos cerrados en términos de sucesiones
convergentes que nos serd de utilidad.

TEOREMA 19. Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert. Entonces un conjunto D
de H es cerrado si y solo st toda sucesion convergente contenida en D converge a
un punto de D.

Demostracién. (=) Sea D un cerrado en H y sea {u,} cualquier sucesién
convergente contenida en D. Procedemos por contradiccién.

Supongamos que el limite u de la sucesién no estd en D, como D es cerrado
DY es abierto y puesto que u € D¢ existe una bola con centro en u, B, (u), tal que
B, (u) € D. Pero {u,} converge a u por lo tanto debe existir una N tal que para
toda n > N se cumple que

| —ul| <7
esto implica que para n > N, u, € B, (u) y por ende en el complemento de D, lo
que contradice el que la sucesién esté contenida en D.

(<) El argumento también es por contradiccion.

Supongamos que toda sucesién convergente contenida en D converge a un punto
wen D, pero que D no es cerrado. Entonces, D no es un abierto y, por lo tanto,
debe existir w € DY con la propiedad de que toda bola con centro en w no esta
completamente contenida en D, esto es, para todo r > 0 B, (w) g DC. En
particular, para cada n € N debe existir u, € B1 (w) tal que u, ¢ DY, esto es,
u, € D para toda n. Asf que la sucesién {u,} estd contenida en D, y como

1
lup — wl| < =
n

la sucesién converge a w (Vease la proposicién 12 ¢)). De acuerdo con el supuesto
w € D, lo que es una contradiccion. O

PROBLEMA 23. Muestre que si S es un subconjunto no vacio de un espacio de
Hilber (H, (-,-)), entonces, su complemento ortogonal S es un subespacio cerrado
de H.

De acuerdo con lo visto en un conjunto cerrado toda sucesién convergente
tiene su limite en el cerrado. Sin embargo, de ningun modo esto nos afirma que
toda sucesion en el cerrado converge. Solo si la sucesién es convergente podemos
concluir que su limite es un punto en el cerrado. Caracterizar a los conjuntos con
la propiedad de que toda sucesién en el conjunto sea convergente es mucho pedir,
pero uno tiene la siguiente definicién.

DEFINICION 15. Sea (H, (-,-)) un espacio de Hilbert, diremos que un conjunto
K de H es compacto si y solo si toda sucesién en el conjunto K tiene una subsucesién
que converge a un punto de K.

Debemos poner una senal de alerta en cuanto a la caracterizacién que suele
darse en los cursos de Calculo Avanzado. En muchos textos de Célculo de varias
variables se define a los conjuntos compactos como los conjuntos con las cuali-
dades de ser cerrados y acotados. Esta definicién es equivalente a la que hemos
dado nosotros solo en el caso de espacios de dimensién finita. El siguiente
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ejemplo ilustra como en espacios de dimensién infinita esto dos conceptos no son
equivalentes.

EJEMPLO 6. Consideremos el espacio P del ejemplo 3. Este es un espaciode
dimensién infinita puesto que el conjunto de sucesiénes

(e<1>) = (1,0,0,...)
(e<2>> - (0,1,0,...)

)

estdn en £ y son mutuamente ortogonales y por ende linealmente independientes.
Ademés, todos son de norma 1 por lo que estdn en la bola cerrada By (0). Asi que
la sucesién {(e("))} estd en un conjunto cerrado y acotado de  pero no puede
tener una subsucesién convergente ya que la distancia entre cualesquiera dos de
estos elementos es justamente \/Q

(0,0,1,...)

PROBLEMA 24. Verifique que el conjunto {(e(”))} es un conjunto ortonormal
en P y que la distancia entre cualesquier dos es v/2.
Asi, en espacios de Hilbert se requiere de mucho mds que el hecho de que

un conjunto sea cerrado y acotado para garantizar que es compacto. Existe una
caracterizacién de los conjuntos compactos en términos de cubiertas abiertas.

DEFINICION 16. Sea F un conjunto en un espacio de Hilbert (H, (-,-)). Por una
cubierta abierta de E entendemos una familia {A,} de conjuntos abiertos de

a€cl
H tales que
EcC U A,
acl
Diremos que {An},; tiene una subcubierta finita de E si y solo si existen
conjuntos A, , Aa,, - - ., Aq, dela familia tales que

EC Ay UAg, U+ UAq,

En términos de esta definicién uno tiene el siguiente resultado que no demostraremos
aqui.

TEOREMA 20. Sea (H,{(-,-)) un espacio de Hilbert. Entonces, un conjunto K
de H es compacto si y solo si toda cubierta abierta de K tiene una subcubierta
finita.

Terminamos esta seccién definiendo el concepto de densidad

DEFINICION 17. Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert y sea D un conjunto de
H. Diremos que D es un conjunto denso de H si y solo si para cada u € H y
para cada ¢ > 0 existe al menos un v € D tal que ||[v — ul| < €.

El siguiente resultado serd usado mas adelante en este trabalo

TEOREMA 21. Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert. Un subconjunto D C H es
denso si y solo si para cada u € H existe una sucesion {u,} C D tal que

lim u, =u
n—oo
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Demostracién. Si D es un conjunto denso de H, entonces, para cada n € N
existe u, € D tal que |Ju, —ul| < L. Esto muestra que siexiste una sucesién en D
que converge a u. Reciprocamente, si para cada v € H existe una sucesién {u,,}
en D tal que {u,} converge a u, se sigue de la definicién de convergencia que para
cada € > 0 existe al menos un u, tal que |u, —ul| < € y como w, € D podemos
concluir que D es un conjunto denso en H. O

Otra forma de caracterizar conjuntos densos en un espacio de Hilbert es la
siguiente

TEOREMA 22. Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert y sea D un subconjunto no
vacio de H. Entnces, D es denso en H si y solo si D+ = {0}.

PROBLEMA 25. Muestre el teorema 22.

5. Operadores continuos en espacios de Hilbert

En este apartado discutiremos algunas de las propiedades bédsicas de las fun-
ciones lineales y bilineales definidas en un espacio de Hilbert. Empecemos por
recordar el concepto de continuidad.

DEFINICION 18. Sean (Hi,(-,-);) v (Ha,(-,-)5) dos espacios de Hilbert y sea
F : Hi — Hs una funcién. Diremos que F' es continua en un punto u € Hy siy
solo si para cada numero positivo que se de, digamos ¢, se puede encontrar otro
niimero positivo ¢ tal que para todo v con la propiedad de que [[v —ull; < ¢ se
cumple que

IF (v) = F(w)], <

Uno puede formular esta definicién en términos de bolas abiertas. Si B;;Hl (u)
es la bola abierta en H; de radio & con centro en u y BH2 (F (u)) es la bola abierta
en H, de radio e con centro en F (u), entonces, la definicién de continuidad en u es
equivalente a pedir que para cada £ > 0 exista § > 0 tal que para todo v € Bfl (u)
se cumple que F (v) € B2 (F (u)).

También se puede dar un criterio alternativo en términos de sucesiones para
definir continuidad en espacios de Hilbert.

TEOREMA 23. Sean (Hi,(-,-);) y (Ha,(:,-)5) dos espacios de Hilbert y sea
F : Hy — Hy una funcion. Entonces, F' es continua en un punto u € Hy si y solo
st para toda sucesion {u,} que converge a u en Hi se cumple que la sucesion de
imdgenes {F (uy)} converge a F (u).

Cuando una funcién es continua en todos los puntos de H; diremos simplemente
que la funcién es continua en H;.

Uno puede formular el concepto de funcién continua en H; en términos de
conjuntos abiertos

TEOREMA 24. Sean (Hi,(-,-);) y (H2,(:,-)y) dos espacios de Hilbert y sea
F : H — Hy una funcion. Entonces, F es continua en Hy si y solo si para todo
abierto By, de Hy se cumple que

F1 (Ba,) ={u€ Hy: F(u) € By, }

es una abierto en Hy.
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En un lenguaje menos riguroso uno dice que una funcién es continua si y solo
si la imagen inversa de abiertos es abierta.
También se puede formular la continuidad en términos de conjuntos cerrados

TEOREMA 25. Sean (Hi,(-,-);) y (Ha,(:,-)y) dos espacios de Hilbert y sea
F : H — Hy una funcion. Entonces, F es continua en Hy si y solo si para todo
conjunto cerrado Cg, de Hay se cumple que

F ' (Cn,) ={ue€ Hy:F(u)€Ch}
es un conjunto cerrado en Hy.
PROBLEMA 26. Demuestre los teoremas 24 y 25.

5.1. Operadores lineales acotados. Un concepto central en estas notas es
el de operador lineal. A continuacién damos la definicién y demostramos algunas
de las propiedades relevantes de estos operadores con repecto a la continuidad.

DEFINICION 19. Sean (Hy,(-,-);) y (Ha,(:,-),) dos espacios de Hilbert. Una
funcién L : H; — Hs es llamada un operador lineal si y solo si para cada u,v € Hy
y para cualesquiera «, 8 € R se cumple que

L (au+ pv) = aLu+ BLv

La compatibilidad de la estructura de espacio vectorial con la propiedad que
define a los operadores lineales hace que éstos tengan propiedades que los distinguen
de otras clases de funciones. Un primer resultado en esta direccién es el siguiente

PROBLEMA 27. Muestre que para todo operador lineal L : H; — Hs se cumple
que LO = 0.

TEOREMA 26. Un operador lineal L : Hi — Hy es continuo en todo Hyi si y
solo si el operador es continuo en el origen.

Demostracién. Basta probar que si L es continuo en 0, entonces, es continuo
en todo punto. Si L : Hy — Hs es continuo en 0 sabemos que para cada € > 0
existe una o > 0 tal que si |w — 0|, < do, se cumple que ||Lw — LO||,, esto
es, si |lw||g, < do, entonces, ||Lwl||y, < e. Tomemos cualquier u € Hi, para cada
e > 0 dada tomemos la correpondiente g9 > 0 que da la continuidad en el origen.
Si [[v—ullg, < do, se tiene que w = v — w cumple la desigualdad [|w||y, < do
y por lo tanto ||[Lwl|y, < e. Asi, para cada v € H; que cumple la desigualdad
v —ull 7, < do se cumple

[1Lv = Lufl g, = [|1L (v = )l g, = [Lwllp, <&
y el teorema estd demostrado (|

PROBLEMA 28. Muestre que un operador lineal L : Hy — Hs es continuo en
todo H; si y solo si el operador es continuo en algin punto ug € H;.

El concepto de continuidad es equivalente al concepto de operador lineal aco-
tado.

DEeFINICION 20. Un operdor lineal L : Hy — H, es llamado un operador
acotado si y solo si existe un nimero M > 0 tal que para todo u € H; se cumple
que

[ Lull g, < M [lullg,



24 1. ESPACIOS DE HILBERT

TEOREMA 27. Un operador lineal L : Hy — Hy es continuo en todo Hy si vy
solo si L es un operador acotado.

Demostracién. (=) Si el operador L es continuo en Hj, en perticular es
continuo en el origen y esto implica que para el nimero positivo 1 debe existir un
61 > 0 tal que si [|[w||;, < d1, entonces, ||Lw|y, <1.

Ahora bien, para cualquier vector no nulo u en Hy, el vector

1
W= —7—1U
2 ||UHH1
satisface la desigualdad
01
), = 3 < 61
asi que
1
Ll ——u = |Lw|y, <1
2 ||UHH1 Hy
y como
51 51 51
—— | 1L (V)| g, = ||z777—Lu =||L <u
@mm) S EIT 2ol ) |,

se tiene que

01
— | |L(u <1

por lo tanto para cualquier vector no nulo u se obtiene la desigualdad

2 |ull 2
L@, < 25,2 = (2) bl
Finalmente puesto que L0 = 0, resulta claro que para M = % se cumple que

1L (w)llg, <M ully, paratodo u € Hy

(<) Si el operador L es acotado, sabemos que existe M > 0 tal que para todo
u € Hy
I ()l g, < M ull g,

Asi, para cada mimero positivo € dado si elegimos § =
entonces,

[

27 se tiene que si [|ul| ;, < 6,

€
L )l < Ml < M =
lo que muestra la continuidad de L en el origen y por ende en todo H;. O

DEFINICION 21. Dados espacios de Hilbert (Hy, (-,-)) v (Hz,{(-,-)) el conjunto
de operadores lineales acotados L : H; — Hs es llamado el espacio de operadores
lineales acotados de Hy en Hs y se denota por £ (Hy, Hs).

PROBLEMA 29. Muestre que £ (H;, Hs) es un espacio vectorial.

DEFINICION 22. Dados espacios de Hilbert (Hq,(-,-)) y (Ha,(-,-)), definimos
la norma de un operador lineal acotado (i.e. continuo) L : H; — Hs como

HLH[:(Hl,HQ): sup ||LU||H2
lull g, =
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TEOREMA 28. Dados espacios de Hilbert (Hy,(-,-)) y (Ha,{-,-)), la norma de
operadores |||\ ¢, ,) tiene las siguientes propiedades:

)WLl 2oy 11,y = O para todo operador L € L (Hy, Hs).

“) 1Ll 2ty 1) = O iy solo si L es el operador idénticamente 0.

) ”)‘L”L(Hl,Hg) = [A| ||L||L(H1,H2)‘
) 8L, T € L(Hy, Hs), entonces, |[L+ Tz, ) < WLl 2oary m) T 2oty 1) -

Con frecuencia no es facil definir un operador lineal en todo punto de un espacio
(H, (-,-)). El siguiente resultado es util para extender un operador definido en un
conjunto desno a todo el espacio

TEOREMA 29. Seam (H,(-,-)) y (H,(-,-)) espacios de Hilbert y sea L : D C
H; — Hs un operador lineal definido en un subespacio denso D de Hy. Si existe
M >0 tal que
L]l g, < M|lvfly, YveD

entonces, existe un unico operador L definido en todo H, tal que

Lv=LvVYveD

[Lull g, < M |[ully, Yue H

Demostracién. Mostraremos primero que si {u,} es una sucesién en D que
converge a un punto u € Hy, entonces, la correspondiente sucesién { Lu, } converge
a un punto w € Hs. Puesto que {u,} es una sucesiéon convergente, es una sucesién
de Cauchy y por ende para cada € > 0 existe N tal que si m,n > N

€
[wm — unll < Vi
Como L es acotado en D
| Ly, — Lun||H2 =||L (upm, — un)HH2 < M ||up, — Un”H1

Asi, para m,n > N
| Ly, — Lun||H2 <eg
esto es, {Lu,} es una sucesién de Cauchy en Ho.

Ya que Hs es un espacio de Hilbert la sucesion{Lu,} converge a un elemento
w € Hs.

El siguiente paso es demostrar que si {u],} es otra sucesién en D tal que {u,}
converge a u, la correspondiente sucesién de imégenes {Lu/,} también converge a
w. Por lo anterior sabemos que {Lu,,} converge a un w’ € Hy. Ahora bien, como
{un}y {ul,} convergen al mismo punto u para cada ¢ > 0 existe N tal que sin > N

, €
||u7l - un”Hl < H
Lo que muestra que
| Ly, — Lu;z”HQ < M [Jum — unHH1 <e

sin> N.
Al tomar el limite obtenemos que para cada € > 0

= 'y, = N || L — Ly, <

lo que implica que w = w'.
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Finalmente, definimos el operador L : H; — H, como sigue
Lv=LvsiveD
y parau € Hy \D

Lu = lim Lu,
n—oo
donde {u,} es una sucesién en D que converge a u.
Usando lo anterior se puede ver que L est4 bien definido y que L es un operador
lineal definido en todo H;. Mds ain puesto que para v € H; N\ D
|Eully, = lim |Lawnll g, < Ml Jfunlly, = M |,

n—oo

se sigue que L es un operador acotado. ([l

6. Tres teoremas fundamentales en espacios de Hilbert

En esta seccién discutimos tres teoremas que tienen un papel central en la
teoria de los espacios de Hilbert.

6.1. El Teorema de la Proyeccién. Un resultado bien conocido en el espa-
cio euclidiano R3, es el que dice que dado un plano IT que pasa por el origen y un
vector v cualquiera, siempre es posible encontrar un vector u en el plano II que min-
imiza la distancia del punto v al plano II.M4s atin, el vector v — u es perpendicular

al plano.
Uno puede reformular este resultado como sigue: Dado cualquier subespacio
vectorial II de R? para cada vector v € R? existe un tinico vector u € II tal que

||lv —u| <inf{||jv—w| :w e I}
y ademds, v — u es perpendicular al subespacio II.
Es posible generalizar este resultado a espacios de Hilbert bajo la hipdtesis

adicional de que el subespacio sea un conjunto cerrado. Esta generalizacién se
conoce como el teorema de la proyecciéon

TEOREMA 30. (Teorema de la Proyeccion) Sea (H,{-,-)) un espacio de
Hilbert y sea S un subespacio cerrado de H. Entonces, para cada v € H existe un
unico vector u € S tal que

[lv = u|| = inf {||v — w| : w € S}

Mas atin, el vector v —u es ortogonal a todo elemento de S.
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La idea de la demostracién es construir una sucesién minimizante {u,} en S,
esto es, una sucesién tal que

lim ||v — u,| =inf{|jv—w| :we S}

Es de esperar que si la sucesién {u,} converge a un punto de S, dicho limite sea
el vector buscado. La demostracién de que la sucesién minimizante converge a un
elemento en S hace uso de dos hipétesis fundamentales. Una es que estamos en un
espacio de Hilbert y por ende toda sucesiéon de Cauchy converge. La otra hipétesis
es que S es un conjunto cerrado lo que garantiza que el limite es un vector en S.
Demostracién. (Demostracién del Teorema de la Proyeccién) Denotemos por

d=1inf{||lv—w| :we S}
Por definicién de infimo, para cada € > 0 existe un elemento u. € S tal que
lv—ue|l <d+e

en particular, para cada natural n debe existir u,, € S tal que
1
lo—wnll < d+=
n

Puesto que d < [[v — uy]], |[[v — un| — d| = [[v—uy,|| = d < L lo que implica
que
lim ||v —uy|| =d=inf{|lv—w|:we S}

n—oo
El siguiente paso es mostrar que la sucesién minimizante {u,} que acabamos
de construir es una sucesién de Cauchy. Para ello haremos uso de la identidad del
paralelogramo (proposicién 5).
Sabemos que |[tm — Un|| = ||tm — v+ 0 — up|| = |[(v —upn) — (v — um)|| ¥y por
la identidad del paralelogramo
I = 2o = wall* + 20 =l = (v = wn) + (v = w)|?

= 2o —unll + 2|0 = unll* = 1120 = (v + )|

(v = up) = (v = um)

2

1
v — = (Um + up)

= 2o —un® +2||o — | — 4]l - 5

Como S es un subespacio vectorial, % (U + up) € Sy por lo tanto

d<

v—i(uerun)

A partir de esta desigualdad obtenemos que

1 2
v — 5 (U, + up)|| < —4d?

—4

Usando esto en la identidad del paralelogramo nos queda
[ un”Z = [[(v—un) — (v— um)”2 <2v- un”Z +2|lv— um||2 — 4d?

Por otra parte como lim,, . ||v — uy|| = d, también se tiene que lim,, . ||v — un||2 =
d?. Asi, para cualquier € > 0 dado, existe IV tal que para todo m,n > N, se cumple
que

g g
o= wmll® =@ < Sy o —wall? - & < 5
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esto es,

€

4

Sustituyendo esto en la desigualdad anterior se obtiene que para cada ¢ > 0 y para
todo m,n > N, se cumple

i = wnll* < 20— up|* + 2|0 = wpn|* — 4d7

< 2@+ 5)+2(e+5) -~ =
4 4
lo que muestra que {u,} es una sucesién de Cauchy. Como H es un espacio de
Hilbert podemos garantizar que {u,} converge a un punto v € H. Mds atin, puesto
que S es un conjunto cerrado el punto v debe ser un elemento de S.

Para ver que el limite u tiene las propiedades requeridas, observemos primero
que como u, — u, también ||[v — u,|| — |[v — u|| y por lo tanto

g
Hv—uMF<d2+1yIW—uﬂF<d2+

lv—wu|] = lim |jv—wu,| =d=inf{||lv—w]|:we S}

Resta ver que v — u es ortogonal a todo vector w € S. Usaremos un argumento
similar al usado en la desigualdad de Cauchy-Buniakovski-Schwarz (teorema 6).
Dado cuaquier vector no nulo w € S, sabemos quea para cualquier ¢ € R se tiene
que u + tw € S y por tanto

@ < o= (@t tw)]® =l - u) - tw]?

= Jlv—ul® =2t (v —u,w) + ¢ |w|?

en particular, si tomamos ¢t = W se obtiene la desigualdad
2
d2 < HU _ u||2 _ (<’U - u,w))
= 2
[[wll

pero ||v — ul|* = d2, lo que implica que

o< ﬂ u|i2w>)2

y esto solo puede ocurrir si (v — u,w) = 0. Por supuesto si w = 0 la igualdad es
inmediata y por tanto v — u es ortogonal a todo vector en S. (|

DEFINICION 23. El vector u que minimiza la distancia de un vector v a un sube-
spacio cerrado S es llamado la proyeccién ortogonal (o simplemente la proyec-
cién) de v sobre S y lo denotaremos por

Ps (v)

PrOBLEMA 30. Muestre que si S es un subespacio cerrado de H y S # H,
entonces, existe al menos un vector no nulo u, € H que es ortogonal a S. Esto es,
(us, w) = 0 para todo w € S. (Sugerencia: Considere el vecotr v — Pg (v), donde v
es un vector no nulo en H tal que v ¢ S.)

OBSERVACION 4. Notemos que las tnicas condiciones sonre .S que se usan para
la demostracion de la existencia del punto u son el que es cerrado y el que el punto
medio entre cualesquiera dos términos ., y Uy, % (U + up), es un elemento de S.
Asi que uno puede mostrar la existencia de un punto que minimiza la distancia de
v a S pidiendo que S sea un conjunto cerrado y que S sea un conjunto convexo.
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PRrROBLEMA 31. Un conjunto D se dice que es convexo si para cualesquiera dos
puntos u,w € D se cumple que (1 — t) u+tw € D para todo t € [0, 1]. Muestre que
si D es un conjunto convexo y cerrado en un espacio de Hilbert (H, (-, )), entonces,
para todo v € H, existe u € D tal que

lv — ul|| = inf {||v — w| : w € D}
PROBLEMA 32. Muestre que la bola cerrada B; (0) es un conjunto convexo.

PROBLEMA 33. Muestre que si S es un subespacio de dimensién finita en un
espacio de Hilbert (H, (-,-)) y {u1,ua, ..., u,} es una base ortogonal de S. Entonces,
la proyeccién ortogonal de cualquier vector v sobre S, esto es, el vector en S que
minimiza la distancia de v a S, es

Ps (v) = <<”v,u”12>> uy + <<||v,u22>> Uy + oo+ <<”U,U|T2>> w,

(Sugerencia: Use el hecho de que v — Pg (v) es ortogonal a S y que Pg (v) debe ser
de la forma aju; + agus + -+ - + anuy.)

6.2. El teorema de representacién de Riesz.
6.2.1. Funcionales lineales. Un caso especial de operadores lineales de suma
importancia son las llamadas funcionales lineales.

DEFINICION 24. Por una funcional lineal en un espacio de Hilbert (H, (-,-))
entendemos un operador lineal con valores reales, esto es, un operador lineal [ con
dominio H y contradominio R, [ : H — R.

DEFINICION 25. El conjunto de todas las funcionales lineales acotadas definidas
en un espacio de Hilbert (H, (-, -)) es llamado el espacio dual de H y lo denotare-
mos por H*.

Puesto que las funcionales lineales acotadas, [ : H — R, son una clase de
operadores lineales acotados podemos hablar de su norma, la cual denotaremos por

10, = sup [I(v)|

[oll z=1

Una clase muy importante de funcionales lineales acotadas son las funcionales
definidas via el producto interior.

LEMA 31. Para cada vector u € H la funcion | : H — R dada por
lu (v) = (u,v)
es una funcional lineal acotada en H y
1lull, = llull

Demostracién. Directamente de las propiedades del producto interior se sigue
que [, (v) es una funcional lineal. En efecto,

ly (v + fw) = (u,av+ Pw) = (u,av) + (u, fw)
= a(u,v)+ B {u,w) = al, (v) + Bl, (w)

Para ver que [, es acotada usamos la desigualdad de Cauchy-Buniakovski-
Schwarz (teorema 6)

|l ()] = [(w, )| < lull g [[0ll g Vo€ H
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Ast, si tomamos M = ||ul|;; obtenemos
bu (V)] < M |lv]ly Vv e H

Resta mostrar que ||l,||, = ||u|| ;. Empezaremos por probar que ||1,||, < [Jull4-
Para cada v € H con |[v|; =1,

[ ()] = [{u, )| < Jull g ([0l g = llullg
esto es, ||u||; es una cota superior del conjunto de valores reales {|l,, (v)| :v € H y |jv||5z = 1}

y por ende
[lull, = sup |l (0)] < llull4

vl =1
Queda por demostrar que ||u||; < ||lu]],. Si u =0, el resultado es inmediato y
si u # 0, podemos tomar el vector v = Wu que es un vector de norma 1 en H,
H
en consecuencia,

1
full, )| = 1l |

loll =1
y como
1 1 1 Julls
o ()| = e ] = [y 9] = g = v
podemos concluir que
l[ull g < 1Tl
lo que muestra que |||, = ||ul/ 4. O

6.2.2. Enunciado y demostracion del teorema de representacion de Riesz. Como
veremos a continuacion, las funcionales lineales definidas de esta forma son todas
las funcionales linealses acotadas en un espacio de Hilbert H.

PROBLEMA 34. a) Muestre que toda funcional lineal en RY, [ : RN — R, es de
la forma
1(Z) =a1x1 + agxe + -+ anxn
Esto es, [ (%) es de la forma
I(z)=a-Z%
para algtin vector @ = (a1, az,...,ay) en RY. (Sugerencia: Calcule [ en términos
de la base canénica de RV.)

b) Use esto para concluir que el vector a debe ser ortogonal al subespacio
kerl = {z € RN : 1 (z) = 0}.

Nuestro siguiente resultado generaliza a espacios de Hilbert la propiedad obtenida
en el inciso a) de este problema. Por supuesto, no podemos seguir la idea sugerida
en el problema pues en espacios de dimensién infinita el concepto de base es mucho
mads delicado. De hecho la idea clave para la demostracién es la observacién dada
en el inciso b).

TEOREMA 32. (Teorema de representacion de Riesz) Sea (H,(-,-)) un espacio
de Hilbert Entonces, para cada funcional lineal acotada en H, l: H — R existe un
tunico vector u € H tal que

I (v) = (u,v) para todov € H

Ademds, U], = l[ul]-
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Demostracién. Empecemos por observar que si una funcional lineal [ : H — R
es acotada (y por ende continua), entonces, su kernel

kerl={ve H:1(v) =0}

debe ser un subespacio cerrado de H ya que el conjunto formado solo por el nimero
cero, {0},es un conjunto cerrado en R y ker!l es justamente la imagen inversa de
este conjunto

IP{op) ={veH:l(v)e{0}} ={ve H:l(v)=0} =kerl

y, por el teorema 25, [~ ({0}) debe ser un conjunto cerrado en H.

Ahora bien, si [ es la funcional idénticamente 0, basta tomar u como el vector
0 para concluir que ! (v) = (u, v) para todo v € H.

Si [ no es la funcional 0, entonces, debe existir un vector u, € H tal que
[ (u+) # 0. Més ain, podemos asumir que u, es un vector ortogonal a S = kerl
(véase el problema 30).

Para cualquier vector v € H se tiene que el vector

o),
Lus)

w=7v—

estd en el kernel de [. En efecto,

l(w) = 1 <v — ll((;*)) u*> =1l(v)—1 <ll((;*)) u*)
— ) - ll((;)*))l(u*) —0
por lo tanto w es ortogonal a u,, esto es, (u,, w) =0y como

(U, w) = <u*,v— Z(S)*))u*>

l
= (uy,v) — <u*, zl((zj;))“*>
l

—(v)uu:uv—l(v)uQ

se tiene que
L(v)
I (us)

De esta igualdad se desprende que para cualquier vector v € H

1 (uy)
l v) = Ux,V
) <||u*||2 >

2
[[us]” =0

<u*7v> -

Asi, si tomamos

obtenemos que

para todo vecotr v € H.
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Finalmente, para ver la unicidad supongamos que existe otro vector v’ tal que
[ (v) = (u,v) para todo v € H, entonces, para w = u — u’ se cumple
(w,v) = (u—u',v) = (u,v) — (W,v) =1(v) =1l (v) =0 Yv e H

pero esto implica que w = u — u’ = 0 (véase el problema 12) y por tanto v’ = w.
La demostracién de que ||I||, = ||u|| es consecuencia del lema 31. O

6.3. Teorema de Lax-Milgram. Nuestro siguiente resultado se puede con-
siderar como una generalizacion del teorema de representacién de Riesz. Antes de
enunciar nuestro teorema recordemos algunos hechos sobre formas bilineales.

6.3.1. Formas bilineales.

DEFINICION 26. por una forma bilineall a (u,v) en un espacio de Hilbert
(H, (-,-)) entendemos una funcién a : H x H — R tal que

a (auy + Pug,v) = aa (ug,v) + fa (ugz,v) Yui,ug,v € H y Vo, € R
y
a (u, vy + fug) = aa (u,v1) + Ba (u,ve) Yu,v1,v2 € Hy Vo, 8 € R
Si, ademas,
a(u,v) =a(v,u) Yu,v € H
diremos que a es una forma bilineal simétrica.

DEFINICION 27. Una forma bilineal a : H x H — R se dice que es una forma
bilineal acotada si y solo si existe M > 0 tal que

la (u,v)] < Blull vl Yu,v e H

Diremos que la forma bilineal es coerciva o acotada inferiormente si y solo
si existe ¢ > 0 tal que
cllull® < a(u,u) Yu e H

El siguiente resultado es consecuencia del teorema de representacién de Riesz

TEOREMA 33. Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert, entonces, para cada forma
bilineal acotada a : H x H — R existe un inico operador lineal acotado A : H — H
tal que

a(u,v) = (Au,v) Yu,v € H

Demostracién. Para cada u € H definimos la funcional [ : H — R como
18 (v) = a(u,v)

No es diffcil verificar que ¢ es una funcional lineal .
Puesto que a (u,v) es acotada existe M > 0 tal que

la (u,0)| < Bllul[||v]| Yu,v € H

¥y, por lo tanto, para cada v € H dado, podemos tomar M, = B |ju|| para concluir
que
[ ()] = la (u,v)] < M,y |[o]| Vv e H
lo que muestra que [ es una funcional lineal acotada.
De acuerdo con el teorema de representaciéon de Riesz, debe existir un inico
w € H tal que
12 (v) = {w,v) Yve H
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Asi, a cada u € H le podemos asociar un unico w € H tal que
a(u,v) =12 (v) = {(w,v)
Definimos el operador A : H — H como
Au=w

por lo anterior A es, en efecto, una funcién y para todo u € H

a(u,v) = (w,v) = (Au,v) Yo € H
De la bilineallidad de la forma a (u,v) se sigue que

(A (auy + Puz),v) = a((aur + Buz),v) = aa(ur,v) + Ba (uz,v)

= «a(Auy,v) + B (Auz,v) = (aAuy + BAug,v) Yv € H

lo que nos da la igualdad (ver problema 12-b))
A(auy + Pug) = aAuy + SAus

Finalmente, para ver que A es un operador acotado basta observar que para
todo v € H tal que ||v]| = 1 se cumple que

[(Au, v)| = la (u,v)| < B|lul|
y del teorema 8 obtenemos que
[Aul| < Blul| Yu € H
|

OBSERVACION 5. Notemos que el mismo argumento puede ser usado para
mostrar que dada una forma bilineal acotada existe una operador lineal acotado
A*: H — H tal que

a(u,v) = (u, A"v) Yu,v € H

DEFINICION 28. El operador A : H — H obtenido via el teorema 33 lo llamare-
mos el operador asociado a la forma bilineal a (u, v), mientras que al operador
A* obtenido conforme a la observacién anterior se le llama el operador adjunto
al operador A.

PROBLEMA 35. Sea A : H — H un operador lineal acotado, muestre que
a) aa (u,v)) = (Au,v) es una forma bilineal acotada.
b) El operador asociado a la forma a4 (u,v) es justamente el operador A.

6.3.2. Enunciado y demostracion del toerema de Lax-Milgram. Aunque en este
contexto el siguiente resultado es considerado como auxiliar para la prueba de
nuestro toerema, es importante por si mismo y tiene muchos aplicaciones.

LEMA 34. Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert, sea a : Hx H — R una forma bi-
lineal acotada y coerciva y sea A el operador asociado a la forma a (u,v). Entonces,
la imagen de A, Im (A), es un subespacio cerrado de H.

Demostracién. Probaremos que toda sucesiéon convergente en Im (A) con-
verge a un punto en Im (A). Para toda sucesiéon {w,} en Im (A) que converge a un
punto w € H existe una sucesion {u,} en H tal que Au, = w,.

Como la forma bilineal a (u, v) es coerciva podemos encontrar ¢ > 0 tal que

c|luy — u7nH2 < a(un — Uy Up — um) = (A (un — Um) ; (Un — Um))
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lo que implica la desigualdad
Up, — U,
c|lun — uml < <A (U, — Up) , >
[tun — wm ||
si ahora usamos la desigualdad de Cauchy-buniakovski-Schwarz obtenemos que
A (un — um)|| = |[Aun — Aup||

= |Jwn — wp|

N

clun — umll

Asi, para todo m y n se tiene que
1
[un — umll < - [ wn — wml|

Sabemos que {w,} es una sucesién de Cauchy por lo tanto para cada € > 0 existe
N tal que para todo n,m > N, se cumple que

lwn — Wil < ce
por lo tanto si m,n > N también se tiene que
||un - Um” <e

Esto muestra que la sucesién {u,} es una sucesién de Cauchy en H y por lo tanto
converge a un vector u € H. Por continuidad del operador A

lim Au, = Au

n—oo
y como Au, = w, se tiene que

lim w, = Au
n—oo

Pero {w,} converge al punto w, en consecuencia, w = Au lo que muestra que el
limite de la sucesiéon {w,} estd en la imagen de A. O

TEOREMA 35. (Teorema de Lax-Milgram) Sean (H,(-,-)) un espacio de Hilbert
ya: HxH — R una forma bilineal acotada y coerciva. FEntonces, para cada
funcional lineal acotada |l : H — R existe un unico elemento u; € H tal que

a(u,v)=1(v) Yoe H

Demostracién. Por el teorema de representacién de Riesz para cada funcional
lineal acotada [ existe un unico w € H tal que I (v) = (w,v) para todo v € H. En
estos términos el resultado es equivalente a mostrar que existe u; € H tnico tal que

a(ug,v) = (w,v) Yve H

De acuerdo con el teorema 33, esto se reduce a ver que existe un unico u; € H tal
que
(Aug, vy = (w,v) Yo € H

Asi, nuestro teorema es equivalente a mostrar que para cada w € H existe
u; € H tnico tal que Au; = w.

Probaremos primero que A es sobreyectivo.

Por el lema anterior sabemos que la imagen de A es un subespacio cerrado
de H y por le teorema de la proyeccién (teorema 30) para cada w € H existe un
unico w, € Im(A) tal que w — w, es ortogonal a todo vector en Im (A4), esto es
(Au,w — w,) = 0 para todo w € H. En particular, si © = w — w, se cumple que

(A(w—w,), (w—w,)) =0
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Pero
ellw —w.|* < (A(w —w.), (w—w.))
lo que muestra que w — w, = 0 y por ende w = w, € Im (A4).
En conclusién, para cada w € H existe u; € H tal que Au; = w.
La demostracién de la unicidad es, como siempre, suponiendo que existe otro
u’ € H tal que Au' = w. En este caso se tiene que A (u; —u’') = 0 y por lo tanto

(A(ug —u),uy—u')y =0
pero
cllu —')? < (A(w — ),y —u') =0
lo que implica que v’ = wu;. O
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CAPITULO 2

Propiedades del espacio L? ()

En este capitulo presentamos algunos de los resultados méds importantes sobre
los espacios de funciones cuadrado integrables.

1. Algunos resultados sobre la teoria de integracién de Lebesgue

En esta seccién presentaremos algunos resultados sobre la teorfa de integracion
de Lebesgue. Aun cuando no daremos una discusién detallada de la teoria de
Lebesgue, senalaremos algunas de sus propiedades.

1.1. Sobre la construcciéon de la integral de Lebesgue. Empezaremos
por recordar que la medida de Lebesgue en R estd definida en una o-édlgebra (familia
de conjuntos que contiene al vacio, es cerrada bajo complementos y uniones numer-
ables) la cual contiene a todos los abiertos de R. A los conjuntos en esta o-dlgebra
se les llama conjuntos medibles. Uno puede demostrar que, ademés de los con-
juntos abiertos, todos los conjuntos cerrados y todas las uniones e intersecciones
numerables de abiertos y cerrados son conjuntos medibles.

Por tratarse de una medida la medida de Lebesgue tiene las sigientes propiedades:

a) () =0

b) u(A) > 0 para todo conjunto medible.

c) Si Ay B son conjuntos medibles y B C A, entonces, u (B) < p(A).

d) {A,} es una familia numerable de conjuntos medibles y ajenos, entonces,

o0 o0
n=1 n=1
Por supuesto cualquier intervalo [a, 8], (a,b) , (a,b] 0 [a,b) con a,b € RU{—0o0, o0},
a < b es medible y su medida de Lebesgue es justamente la longitud del intervalo,
esto es, u([a,b]) = p((a,b)) = p((a,b]) = p(la,b)) = b —a. Cuando no resulte
relevante que tipo de intervalo se considera usaremos el simbolo €2 para denotarlo.
Dentro de los conjuntos medibles los conjuntos de medida cero, esto es,
conjuntos medibles cuya medida de Lebesgue es cero u(A4) = 0, tienen un papel
importante. Una de las propiedades relevantes de este tipo de conjuntos es que si
un conjunto A es medible y u (A) = 0, entonces, todo subconjunto B C A también
es Lebesgue medible y o (B) = 0. Ademds

TEOREMA 36. Si {A,,} es una sucesion de conjuntos de medida cero, entonces,
1 (UnZi4,) = 0.

Otra familia de conjuntos medibles importante es la de los conjuntos compactos.

TEOREMA 37. Todo conjunto compacto K en R es medible y tiene medida
finita, p(K) < oo.

37
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El siguiente concepto relacionado con la teorfa de integracién es el de funciones
medibes. Una funcién f : R — RU{—00, 00} es Lebesgue medible si todo conjunto
de la forma

T (a,00) ={z€R: f(zx)>a} a€R

es un conjunto Lebesgue medible.
Si una funcién f estd definida en un intervalo 2 pero no en todo R, diremos
que f es medible si su extensién

v | flx)size
f(x)—{ Osiz ¢ Q

es una funcién medible. Tomando esto en cuenta consideraremos que toda funcién
medible estad definida en todo R.

Dentro de las funciones medibles estdn las funciones continuas, las funciones
continuas por tramos y la funcién caracteristica de cualquier conjunto medible

[ 1sizeA
Xa (@) = Osizé¢ A

Se puede demostrar que si dos funciones con valores reales f y g son medibles,
af + Bg y fg también son medible. Ademds, f? y |f|, mds generalemte, se puede
ver que si ¢ es una funcién continua y la composicién o f estd definida, entonces,
@ o f es medible.

Otra propiedad importante de las funciones medibles es que si se tiene una
sucesioén {f,} de funciones medibles, entonces, las funciones

@) = inf{f @}, F @) = sw{f, @)
fo(@) = lmin f, (o) ¥ /(@) = limsup f, (2)

n—oo

son funciones medibles.
Por una funcién simple o funcién escalonada entendemos una funcién de
la forma

s(@) =) cxa, (@)
k=1

donde Ay, Az, ..., A, son conjuntos medibles, x4, es la funcién caracteristica de
Ay y c1,...,c, son nimeros relaes.

Es posible mostrar que toda funcién medible y no negativa es el limite de una
sucesién mondétona creciente de funciones simples. Esto es

TEOREMA 38. Si f es medible y f (x) > 0 para todo x, entonces, existe una
sucesion de funciones simples {s,} tales que s,11(x) > s, () y para cada x

Para definir la integral de Lebesgue se empieza por definir la integral para
funciones simples s (x) = )’ _; cxxa, (2)

/s (z)dx = / (Z CkX A, (x)) dx = chp(Ak)
k=1

k=1

donde p (Ag) es la medida de Lebesgue del conjunto Ag.
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La integral de una funcién medible y no negativa f (z) se define como
/f () dx = sup {/ s(x)dz : s(x) es una funcién simple y 0 < s (z) < f (37)}

En el caso en que el conjunto { [ s () dz : s (x) es una funcién simple y s (z) < f (z)}
no sea acotado superiormente diremos que la integral de f es oo y escribiremos

/f(ac)dx:oo

No es dificil mostrar a partir de esta definicién que si f y g son funciones
medibles, no negativas y para todo x

g(z) < f(x)

[o@r< [ 1@

Si una funcién f (z) cambia de signo, uno introduce la parte positiva y la parte
negativa de f, las cuales estdn dadas por

Fr@) =3 Uf @1+ 1 @)y f- () =
Dicho de otra forma

f+($):{ f(z) sif(z)>0 yf(x):{ ~f(x) si f(z) <0

entonces,

(If @) = f (=)

N |

0sif(z)<0 0sif(z)>0
Es posible verificar que para todo x

) =fr (@)= f- (@) y |f (@) = fr (@) + [~ (2)

Notemos que si f es una funcién medible, entonces, |f|, f+ y f— son funciones
medibles no negativas y por ende su integral estd definida. (Recuerde que la integral
de una funcién medible no negativa siempre estd definido aunque el valor de la
integral puede ser +00).

Estamos en condiciones de definir el concepto de funcién integrable y su inte-
gral.

DEFINICION 29. Sea f : R — R una funcién medible. Diremos que f es una
funcién Lebesgue integrable si y solo si su parte positiva fi y su parte negativa
f_ tienen integral finita

/f+(:r)dx<ooy /f_(a:)d:c<oo

En este caso, la integral de Lebesgue de f se define como

[t [ fe@do- [ 1 @i

Diremos que la funcién f es integrable en un intervalo €2 de la forma [a, ] , (a,b) , (a, b]
o [a,b) siy solo si la funcién xq (x) f (z) es integrable. En tal caso definimos

/ab f (@) da = /Q f (@) da = / Yo (@) £ (2) da
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1.2. Dos teoremas de convergencia. Los siguientes resultados pueden con-
siderarse como la principal razén por la que integral de Lebesgue es relevante en la
teoria de espacios de funciones. Iniciaremos con el llamado teorema de convergencia
mondétona, para ello recordemos que si f y g son dos funciones con valores reales,
entonces, f < g siy solo si

(@) <g(@) Ve ek

En particular, una sucesién de funcioens { f,,} es llamada monétona creciente si
y solo si f, < frn11. Esto es, siy solo si

fo(@) < foy1(z) VeeERyVReN

TEOREMA 39. (Convergencia Mondtona para Sucesiones) Sea {fn} una suce-
sion de funciones medibles no negativas la cual es mondtona creciente y converge
a una funcion f (x), entonces,

lim [ f, (z)dz = / lim f, (z)dx = /f (z) dx
n—oo n—oo

Observemos que el valor de este limite y por ende el valor de la integral de f
puede ser co. M4s atin, puesto que para cada x € R la sucesién de nimeros relaes
{fn (z)} es mondtona creciente y ya que aceptamos que una funcién puede tomar
los valores —oo y +00, el limite de {f,} siempre existe aunque puede ser co.

Con frecuencia el teorema de convergencia mondtona se formula en términos
de series

TEOREMA 40. (Convergencia Mondtona para Series) Sea {f,} una sucesion de
funciones medibles no negativas y sea

fla)=) fol2)

Entonces,

i(/fn(w)d:c) :/ gfn(x) dx:/f(x)dx

n=1

Notemos que si {f,} es una sucesiéon de funciones medibles no negativas, la
sucesién de sumas parciales {Y_,_, f ()} es una sucesién de funciones monétona
creciente por lo que la versién para series se puede ver como consecuencia de la
versién para sucesiones. Reciprocamente, como una sucesién {f,} se puede ver

como la suma
n—1

Fu (@) = fr (@) + Y (i (2) = fi (2)
K=1
el resultado para series implica el de sucesiones.

Una versién atin més débil de este teorema es el siguiente

TEOREMA 41. (Lema de Fatou) Si {f,} es una sucesion de funciones medibles
no negativas, entonces,

/ (iminf f, (2)) da < limnf / fu (2) dz

n—oo n—oo
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OBSERVACION 6. Debemos senalar que los tres teoremas enunciados previa-
mente son vilidos solo para sucesiones de funciones medibles no negativas. Sin
embargo, son el punto de partida para demostrar varias propiedades de la integral
de Lebesgue.

La integral de Lebesgue tiene las propiedades esperadas. Los siguientes resul-
tados resumen estas.

TEOREMA 42. Una funcion f es Lebesgue integrable si y solo si | f| tiene integral

finita. En este caso
[r@a

COROLARIO 43. Si f y g son funciones medibles, g es Lebesgue integrable y
If| < lgl|, entonces, f es integrable y

[ir@lar< [lg@la

COROLARIO 44. Si f es integrable en R, entonces, f es integrable en cualquier
subconjunto medible ) C R.

< /|f<x>|dx

TEOREMA 45. Si f y g son funciones integrables y f < g, entonces,

[r@is< [

TEOREMA 46. Si f y g son funciones integrables, entonces, para todo o y 5 en
R la funcion af + Bg es lebesgue integrable y

[@r@+sg@nde=a [ fa)dnss [ o) i
TEOREMA 47. (Invarianza de la integral bajo traslaciones) Si f es una funcion
integrable, entonces,

a) Para cada y € R la funcion f, (x) = f (z —y) es integrable como funcion de

b) Para cada x € R la funcion f, (y) = f (x — y) es integrable como funcion de

[r@ar=[5,@d= [ 1.y

TEOREMA 48. Si f es una funcidn continua por tramos en un intervalo finito
[a,b], entonces, f es Lebesgue integrable y

Ademds.

/:f(x)dm:R—/:f(x)dm

Aqui R — f: f (z) dz denota la integral de Riemann de f en [a,b].

TEOREMA 49. Si f es continua en un compacto K, entonces, x i f es Lebesgue
integrable.
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1.3. El concepto "casi donde sea". Un concepto muy importante en la
teoria de integracién es el de "casi donde sea". Uno dice que una propiedad se
cumple casi donde sea si la propiedad es védlida para todo x que no este en un
conjunto N medible de medida cero pu(N) = 0. Asf por ejemplo decimos que dos
funciones f y ¢ son iguales casi donde sea si el conjunto

N={zeR: f(z) #g()}
es de medida cero. En tal caso escribimos
f=gcds.
También uno dice que una funcién f es continua casi donde sea
f es continua c.d.s.

si es continua excepto en un conjunto de medida cero.
Otro ejemplo es la convergencia, diremos que una sucesién { f,, } converge a una
funcién f casi donde sea

lim f, (z) = f(x) cds.

n—oo

si el conjunto
N:{xeR:nlLH;Of(z)#f(z)}

es de medida cero.

En general las iniciales c.d.s. aparecerdn cada vez que queramos indicar que
una propiedad se cumple excepto en un conjunto de medida cero.

Una razén para hacer la consideracion "casi donde sea" es el siguiente resultado
el cual es consecuencia del Lema de Fatou.

TEOREMA 50. Si f es una funcion medible no negativa, entonces,

/f (x)dz =0
sty solo si f (x) =0 casi donde sea

Por supuesto a partir de este resultado se obtiene que

COROLARIO 51. Si f y g son funciones medibles, f es Lebesgue integrable y
f = g casi donde sea, entonces, g es Lebesgue integrable y

/f(x)dx:/g(x)dm

Otro hecho que tiene que ver con conjuntos de medida cero es

TEOREMA 52. Si g una funcién medible, no negativa y

/g(w)da:<oo

Entonces, g(x) < oo cast donde sea. Esto es, p({x € R: g(z) =o0}) =0.

TEOREMA 53. Si f y g son funciones integrables y f (z) < g(z) casi donde

sea, entonces,
[twdns [g@
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1.4. El teorema de convergencia dominada. En este apartado enunci-
amos el teorema de convergencia dominada de Lebesgue y mostraremos algunas de
sus consecuencias.

TEOREMA 54. (Teorema de convergencia dominada) Sea {f,} una sucesion de
funciones medibles la cual converge casi donde sea a una funcion f. Si existe una
funcion integrable g tal que |fy,| < g para todo n, entonces, f es integrable y

i [ fu@do= [ i @ do= [ 7@

Este teorema nos dice que si se tiene una sucesién de funciones integrables { f,, }
la cual cumple las dos condiciones siguientes

2. nh_)rrgo fn(x)=f(x) cds.

3. dg integrable tal que |f, ()] < g(z) Vx € R
entonces, la funcién f es integrable y

lim [ f,(z)dz = /7}1_)11;0 fn (x)dx = /f(;v) dx

n—oo

Ahora demostraremos algunas consecuencias importantes en este trabajo del
teorema de convergencia dominada

COROLARIO 55. Si {f,} es una sucesion de funciones integrables tales que

[fn ()] dz < 00
>/

Entonces la serie Y - | fn (x) converge casi donde sea a una funcion integrable f

y
ni_o:l/fn(z)dx—/<7§:1fn(x)>da:_/f(z)dx

Demostracién. Por el teorema de convergencia monétona para series (teo-
rema 40) se tiene que la funcién

g(@) = |fa(2)

es medible, no negativa y

/g(m)dng/|fn(x)|dx<oo

Esto implica (teorema 52) que g (z) < oo c.d.s. y por lo tanto la serie Y ° | f,, ()
converge absolutamente c.d.s.. Asi, la sucesién de sumas parciales {d ,_, fn (z)}
converge casi donde sea a una funcién f (z) y como

> fa(2)
k=1

se sigue del teorema de convergencia dominada que f es integrable y

g/fn(m)d:c—/<7§fn(x)>dx—/f(x)dx

<D @l <g(@)
k=1
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O
COROLARIO 56. Si f es una funcion integrable y {K,} es una sucesion de
o0

compactos tal que K,, C K11 ¥y U K, =R, entonces,

n=1

o [ st [ s

Los siguientes resultados estdn relacionados con funciénes definidas via la inte-
gral, esto es, funciones de la forma
= / k(z,y)dy

COROLARIO 57. Sea 2 un intervalo y sea k : Q@ x R — R una funcién tal que
para cada x € Q la funcion k (x,-) es medible. Si para casi toda y € R, la funcién
k(-,y) es continua en S y existe una funcion g (y) integrable tal que

Ik (2,9)| < g (y) para todo = € O

entonces, la funcion
f@) = [k dy
es continua en €.

Demostracién. Puesto que para casi todo y € R la funcién k (x, y) es continua
en z, se sigue que si x € Q y {x,,} C § es una sucesién que converge a x,
lim k(2,,y) =k(z,y) cd.s.
n—oo

y como
|k (zn,y)] <g(y) Yy eR

se sigue del teorema de convergencia dominada que

lim f(z,)= lim [ k(z,,y dy—/kmy = f(z)

n—oo n—oo

lo que muestra la continuidad de f (z). O

COROLARIO 58. Sea Q un intervalo y sea k : @ x R — R una funcién tal
que para cada x € Q) la funcion k(x,-) es medible. Si para casi toda y € R, la
funcion k(-,y) tiene derivada parcial con respecto a x en Q y existe una funcion
g (y) integrable tal que

gi (z, y)’ g(y) vy eR

entonces, la funcion

es diferenciable en € y

dx 8/kzydy—/a (z,y)d
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Demostracién. Dado x €  sabemos que si {x,} es una sucesién en Q que
converge a T

li = — .d.s.
Jim p—— o (z,y) cds

mds aun, por el teorema del valor medio sabemos que

‘k(wmy)—k(x,y)‘_

T, —

ok
2 )
para alguna ¢ entre x,, y x. Por lo tanto para cada n

'k(mmy)k(%y)‘

Ty — X

<g)

E(zn,y)—k(z,y) }

Tp—T

Asi que podemos aplicar el teorema de convergencia dominada a la sucesién {
para concluir que

n) k 79 —k ’ k
lim M = lim / (Zn, ) (@ y)dy Z/i($7y)dy
n— oo Tp — X n— 00 Ty — oz
Como esto es vélido para toda sucesién en ) que converge a x, obtenemos que
df ok

L@ = [ 5 @y)dy
(I

1.5. El teorema de Tonelli-Fubini. Para terminar esta seccién veremos
algunos resultados que tinen que ver con la rleacién entre la integral en R? y la
integral en R. Asumiremos que se ha definido la integral en R? como la medida
producto, es decir, se construye la medida en R? partiendo de que si F; y Ey son
dos conjuntos medibles en R, entonces, la medida del conjunto F; x Ey C R? es

po (B1 X E2) = pu(Er) p(E2)

TEOREMA 59. (Teorema de Tonelli-Fubini) Sea H (x,y) una funcién medible
en R2. Si una de las funciones

F<x>=/|H<x,y>|dy oG<y>=/\H<x,y>|dx

es integrable, entonces,

a)

[r@a=[([i@la) = [ ([ ela) - [6wa

b) La funcién H (x,y) es integrable en R?, las funciones

f(w):/H(w,y)dy yg(y):/H(w,y)dfc

son integrables y

/f(x)dﬂv:/(/H(fv,y)dy) dw://H(m,y)dﬂsdy=/(/H(w,y)dw>dy=/g(y)dy

Mis adelante haremos uso extensivo de este resultado.
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2. La definicién del espacio L? (Q2)

En esta seccién damos una definicién rigurosa de los espacios de funciones
cuadrado integrables en un intervalo €2 y mostramos que dicho espacio es un espcio
de Hilbert.

2.1. El espacio L?(f2) como espacio de clases de equivalencia. Como
hemos visto anteriormente una manera mas o menos natural de definir un producto
interior entre funciones continuas es via la integral

b
(f.g) = / f (1) g (x) de

Sin embargo, con este producto las funciones continuas no son un espacio de
Hilbert (Ver el problema 17). Para poder ganar la estructura de un espacio de
Hilbert que de algiin modo incluya a las funciones continuas y este producto interior
es necesario hacer algunas consideraciones.

En primer término, en lugar de considerar la integral de Riemann nosotros
consideraremos la integral de Lebesgue. Asi, a partir de este memento todas las
integrales que se consideren son integrales en el sentido de Lebesgue.

Segundo, en lugar de hablar propiamente de funciones nostros haremos refer-
encia a clases de equivalencia de funciones. Mds precisamente

DEFINICION 30. Sean f y g dos funciones medibles. diremos que f estd rela-
cionada con g, f « g, si y solo si

fx)=g(z) cds.

No es dificil verificar que esta relacién es una relaciéon de equivalencia. Es claro
que f v f y quesisif o« g, entonces, g «~ f. Ahora bien, si f v~ gy g « h,

sabemos que p({x e R: f(x) #g(x)}) =0yquep({z €R:g(x) #h(z)}) =0y
como la unién numerable de conjuntos de medida cero es de medida cero (teorema

36) y {w €R: f(2) #h(2)} C{r €R: f(w) #g (@)} Ulw € R:g(x) # h ()} se
sigue que f () = h(x) c.d.s.

Como es de esperarse esta relacion de equivalencia tiene las propiedades esper-
adas

PROPOSICION 60. a) La relacion f « g es una relacion de equivalencia.
b) Sia,beR, f f ygw g, entonces, af + Bg —~ af + Bg'.

c) Siff yg—yg, entonces, fg- f'g.

d) Si f «~ f', entonces, |f| «~ |f'].

Ademsds, a partir del teorema 50 se obtiene que

PROPOSICION 61. a) Si f v~ g, f es integrable si y solo si g es integrable y

/f(:c)da::/g(m)dz

b) Si f y g son funciones integrables. Entonces, f « g si y solo si

/If(w)—g(w)ldz:()

Un resultado no tan inmediato sobre esta relacién de equivalencia es
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PROPOSICION 62. Si {f, (z)} es una sucesion de funciones medibles tales que
lim f, (z) = f(z) cd.s.
n—oo
Y fn o fl, entonces, la sucesion {f], (x)} converge casi donde sea a la funcion f.

Demostracién. Considere los conjuntos
Ay ={z €R: fu(@) # 1, (@)} y A={w e R+ lim f,(2) # f(2)}

Puesto que i (A4,) = ¢y p(A) = 0y como la unién numerable de conjuntos de
medida cero es de medida cero se sigue que el conjunto

AU Ej An
n=1

es un conjunto de medida cero (teorema 36).

oo

c
Como para cada x € (A U U An> se tiene que f], () = fr () y limy,— 00 fr ()

n=1

f (z) podemos concluir que
lim £} () = I fo (z) = f (@)
Asi, la sucesion {f/, ()} converge casi donde sea a la funcién f. O

OBSERVACION 7. Este resultado muestra que si se tiene una sucesién de clases
de equivalencia y para una seleccién de representates de cada clase en la sucesién
hay convergencia casi donde sea, entonces, cualquier otra seleccién de representantes
también converge casi donde sea y converge a la misma funcién. Asi, la nocién de
convergencia casi donde sea se puede extender al espacio de clases de equivalencia.

La siguiente es una versién de la desigualdad de Cauchy-Buniakovski-Schwarz.

LEMA 63. (Desigualdad de Cauchy-Buniakovski-Schwarz) Sean f y g dos fun-
ciones medibles, [ |f (z)]>dz < oo y [|g(z)|” dz < oo, entonces,

[@nseris (firere) ([uore)

Demostracién. Daremos aqui una demostracién alternativa de la desigual-
dad de Cauchy-Buniakovski-Schwarz. Si alguna de las integrales es 0, entonces,
por el teorema 50 la funcién se anula casi donde sea y por lo toanto el producto
|f (2)] |g (z)| también se anula casi donde sea, por el mismo toerema obtenemos que
ambos lados de la desigualdad son cero por lo que la desigualdad se cumple.

Si ninguna de las integrales se anula, uno tiene usando la desigualdad

1 1
b< —a®+ =b?
a _2a +2

que para cada z € R

|f ()] lg ()]
(J1f @) da) (S g @) de)

N

N
N

1
2\ (17 @ o)

f (@) [ lg@P
(Slg (@) da)

[N
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Si integramos de ambos lados se obtiene que

JIf @l @ldr
(S1f @Pde)” (Jlg @) dz)”

De esto se obtiene la desigualdad deseada. O

=1

N |

<1+
-2

OBSERVACION 8. A partir de este momento y a menos que se haga explicito lo
contrario, cuando hablemos de una funcién estaremos haciendo referencia a su clase
de equivalencia y, como es costumbre en estos casos, si no hay posible confusién, a
la clase de equivalencia de una funcién f se le seguira denotando como f.

OBSERVACION 9. Debemos sefialar que al hacer esto deja de tener sentido el
hablar propiamente el evaluar una funcién (clase) en un punto ya que un punto
es un conjunto de medida cero y el valor de cualquier elemento de la clase en ese
punto x puede elegirse arbitrariamente.

COROLARIO 64. Si f y g son funciones medibles tales que

JU@rar <oy [lo@iar <o

entonces, fg es integrable.

DEFINICION 31. (El espacio L? (Q)) Sea Q un intervalo y definimos L? (2) como
el conjunto de todas las clases de equivalencia de funciones f tales que

[ 1@ <o

Una funcién con esta propiedad también es llamada una funcién cuadrado inte-
grable.

PROPOSICION 65. El espacio L? (Q) es un espacio vectorial.

Demostracién. Es claro que si f € L2 (), entonces para cualquier constante
A, la funcién A\f también es una funcién en L? (€2).
Puesto que

f (@) + g @) < |f (@) +21f ()| g (@)] + |g ()]

y como

/ 1 (@) de < oo,/ g (@)Pdz < ooy / f @) ()] dz < oo
Q Q Q
se tiene que

/Qlf(x)+g(x)|2dfv<oo
Por ende f + g € L? (). O

PROPOSICION 66. En L% (Q) el producto
— d
(f. 9) /Q f (@) g () da

estd bien definido y es un producto interior.
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Demostracién. Por el lema 63 el producto (f,g) estd bien definido para
cualesquiera f,g € L? (Q).

Las condiciones -), ), -+ ) y - - ) del producto interior se siguen de las
propiedades de la integral.

Es justo para la propiedad __ ) ({f, f) = 0siy solo si f = 0) que se requiere
el considerar las clases de equivalencia casi donde sea de funciones. En efecto, la
condicién (f, f) = 0 nos dice que

| t@ra=o

pero esto tan solo implicaria que f (x) = 0 c.d.s., teorema 50. Por supuesto, este
resultado garantiza que si (f, f) = 0, entonces, f es la clase de equivalencia de la
funcién identicamente cero. El reciporco es inmediato. 0

Con este resultado todas las propiedades de un espacio pre-Hilbert son validas
en L% (Q), en particular tenemos que la norma euclidiana tiene la forma

171 = (/Qf@cn%z:c)é

y que la distancia entre dos funciones estd dada por

a9 =1 ~all = ([ 17 @)~ g @) as )

En estos mismos términos la nocién de convergencia puede formularse de la
siguiente manera

2

DEFINICION 32. Una sucesién {f,} converge e L?(f) a una funcién f siy
solo si {f,} C L?(Q) y

Nl

J = A=t ([ 1520 - p@P ) <o

DEFINICION 33. Una sucesién {f,} es de Cauchy en L?(Q) si y solo si
{fa} C L? () y para cada £ > 0 existe N, tal que para todo n,m > N,

1o = fiull = (/ﬂ o (@) = o ()2 da:) .

2.2. El espacio L?(Q2) es un espacio de Hilbert. Recordemos que un
espacio es de Hilbert si ademds de ser un espacio pre-Hilbert cumple la propiedad
de que toda sucesiéon de Cauchy converge a un elemento de ese espacio. Como se
vio en el apartado anterior L? () es un espaico pre-Hilbert, resta ver que

TEOREMA 67. Para cada sucesion {f,} de Cauchy en L? (Q) existe f en L? (£2)
tal que

T [[fo— £ =0
Esto es, toda sucesion de Cauchy en L* () converge a un elemento en L? (Q).

Demostracién. De acuerdo con la observacién 7 podemos elegir una funcion
en cada clase de equivalencia f,, al que denotaremos también por f,. Puesto que la
sucesion {f,} es de Cauchy, podemos elegir una subsucesién a la que denotaremos
por {fn,} tal que

1
ankJrl - fnkH < 271C
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Usando esta subsucesién construimos la sucesién de funciones medibles
g (2) = | f, (2 \+Z|fn7+1 — fu, (2)]
y definimos
mbm,uzmﬂ ~ fn, (@)] = Jim_ gy ()

De las propiedades de una norma sabemos que
2

k—1 k—1
1
lgrll* < {1l + D 1y = Fus ] < Hfm”*Z§ < ([l fs | +1)?
Jj=1 j=1

Puesto que la sucesion {gx} es mondtona creciente y no negativa, también se tiene
2 ) . .
que {(gk (2)) } es monétona creciente y no negativa. Por el teorema de conver-

gencia mondétona obtenemos que

[lo@Pde= [ lim (g (@) de = tim [ (gu (@) de = lim fl9u]? < (1] + D
QO O — 00 — 00

k—oo Jq

Asf por el teroema 52 la funcién |g (z)|?, y por ende g (z), son finitas casi donde
sea.
Esto muestra que la serie

for (@ +2}mﬂ — fo (@)

converge absolutamente casi donde sea. Pero

R‘

-1

fnl +Z fnk+1 fnk ( )) = kILIEO fnl (iL’) + (fn7+1 ( ) - fnj (SE)) = kILI& fnk (SL')
k=1

j=1

Por lo tanto la subsucesién { fy,, ()} converge casi donde sea a una funcién medible
f (z). Mds aun, como
2

k—1
| fr ($)|2 = |fu (2 +Z fj+1 = fj (z))
Jj=1

IA

k—1
o @]+ D 1 fis1 () = £ (2)]
j=1
g ()|* < lg (z)]”

y lg (z) |2 es integrable, por el teorema de convergencia dominada, podemos concluir

que
[ir@Pde=tim [ 15, @Pdo< [ 9@ de <o

Lo que muestra que f es una funcién cuadrado integrable, esto es la clase de equiv-
alencia de f estd en L% (Q).
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Para ver que la subsucesién {f,, } converge a f en L?(Q), hacemos uso nue-
vamente del teorema de convergencia dominada. Como ya vimos la subsucesiéon
{fn,} converge a f (x) casi donde sea y por tanto

Jim [f,, ()~ f (z)]> =0 c.dss.
Puesto que

[ fon (@) = £ @)17 < (I @)] + | fur (@)])* < 419 ()]

concluimos que
klim | fr — fH2 = klim / | fos, () = f (:v)|2 dr =0
—00 —o0 Jo

Resta ver que toda la sucesién {f,} converge a f en L? (). Para cada ¢ > 0
podemos elegir N; tal que

| fr — fIl < % para todo ng > Ny

ademds, como { f,,} es de Cauchy podemos elegir Ny tal que para todo n,ny > No

se cumple que
€

||fn - fm” < 9

En concluisién, si N = max { Ny, No} se tiene qiue

1= PN S W= il + o = Fl < 545 =€

para todon > N. ([
Esto muestra que el espacio L? (2) con el producto interior

(f.9) = /Q f(2)g (@) d

es un espacio de Hilbert.

3. Subconjuntos densos de L? (R)

En esta seccién mostraremos que toda funcién en L? (R) se puede aproximar
por funciones continuamente diferenciables.

3.1. La Convolucién de funciones en R. En este apartado consideramos
funciones que estdn definidas en R.

TEOREMA 68. Si f y ¢ son funciones integrables, entonces, para casi todo x
fijo la guncion ¢ (x —y) f (x) es integrable y la convolucion

(w*f)(w):/w(w—y)f(y)dy

también es una funcion integrable. Ademds

it n@lay < ([1e@iac) ( [1f @lar)
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Demostracion. Este resultado es consecuencia del teorema de Tonelli-Fubini
59.
Considermos la funcién

H(z,y)=¢(x—y)f(y)

Puesto que ¢ es integrable, |p| es integrable y para cada y fijo |¢ (z — y)| es inte-
grable como funcién de z y

Jle@ids= [ 1o -yl

(teorema 47) por lo tanto

[t ia = [le@-ullf o)l

£ [ le@=lde =17 W] [ lo@]dz

esto es

v = [1H @yl =1£ )] [ lo@]ds
Como [ |¢ (z)| dz es una constante finita y f (y) es integrable se tiene que G (y) es
integrable.

De acuerdo con el teorema de Tonelli-Fubini-a)

[ ([1oa=vliswia)a= [ ([lo@-nirola)e- [c¢wa<x

pero

(so*f)(w)=’/<p(x—y)f(y)dy’</|w(w—y)||f(y)ldy

por lo tanto
([16exn@iar) <o

Esto muestra, que (¢ x f) (x) es integrable.
Ademss, como

[([1e@-ismia)ae= [ ( [1ea-nlirola)a=( [lo@ia) ([iro1a)

se sigue que
Jiesnwias [ ([le@ia)irwlda=([le@ia) ([17wlaw)
O

DEFINICION 34. La funcién
(o)) = [ ola—u)f ) dy
cuando estd definida es llamada la convolucién de ¢ y f.

PROBLEMA 36. Muestre que

px(f+g)=p*xfH+oxgyp*x(\f)=Xp* f
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PROBLEMA 37. Use un cambio de variable para ver que
[e@-ni@ar=[e@@-vay

TEOREMA 69. Sea ¢ una funcién integrable, entonces para toda f € L? (R) la
convolucion

<so*f)<x>:/sa<z—y>f<y>dy

es una funcion en L? (R) y

lex 1 < ([ to@aal ) 151

Demostracién. Puesto que f € L2 (R), |f (y)|* es integrable, por el teorema
anterior

[([ree-virwPa)as ([le@ia) ([1rmka) <o

Usando este hecho podemos afirmar que para casi todo z, |¢ (z — y)| |f (y)|* es in-
1
tegrable. Dicho de otra forma, la funcién |¢ (x — y)|2 |f (y)| es cuadrado integrable

para casi todo x € R. Como ademds |¢ (z — y)|% es cuadrado integrable como
funcién de y se sigue de la desigualdad de Cauchy-Buniakovski-Schwarz (lema 63)

/Isﬂ(w—y)IIf(y)ldy - /|so<x—y>\%|f<y>\|so<x—y>|%dy

(f1e-nilrra) (/no(oc—y)nzy)é
</|<p Idy)l < 0

([1e@-lrwra)
(@ f) (@) = /so(rﬂ—y)f(y)dy2 < (/Iw(y)dy) (/Iw(fc—y)lf(y)lzdy)
Por el teorema de Tonelli-Fubini

Jiesnwra < ([lewla) [([ioe-nllsoF )
([1ewtan) [([1o6-uiswr )

</|<ﬁ(y)ldy>2 ([lrwra) <o«

esto muestra que (¢ * f) (x) es cuadrado integrable y

exl=( [l Id:c)éS(/I@(y)ldy)IIf

IN

para casi todo = € R.
En consecuencia

A
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3.2. Regularizacién. Una clase importante de funciones son las que se anu-
lan fuera de un conjunto compacto.

DEFINICION 35. Sea f una funcién medible, sea {W,}
abiertos tales que f (z) =0 c.d.s. en W, y sea

W= |J W,
acl

wcr la famila de conjuntos

definimos el sopoprte de f como el conjunto
sopf=R~W

Intuitivamente el conjunto W podria pensarse como el abierto més grande done
la funcién f se anula y por ende si la funcién se anula en algin punto del soporte
de f, este debe ser un punto aisaldo, esto es, f debe ser diferente de cero en una
vecindad de dicho punto. Asi, el soporte de una funcién es el conjunto de puntos
donde la funcién es diferente de cero junto con los puntos aislados donde la funcién
se anula. De modo riguroso uno puede mostra lo siguiente

TEOREMA 70. St f es una funcion medible, entonces, el sporte de f, sop f, es
un conjunto cerrado en R y

f(x)=0cdsen W =R~ sopf

Aunque no daremos aqui la demostaciéon de este resultado si debemos senalar
que probar que f (z) = 0 c.d.s en W es un tanto delicada ya que la familia {Wa} .,
no tiene que ser numerable.

DEFINICION 36. La clase de funciones continuas de soporte compacto,
Co (2), es el conjunto de todas las funciéns continuas en 2 cuyo soprte es un sub-
conjunto compacto de Q.

Los siguientes resultados sobre convolucién hacen uso de los corolarios 57 y 58

TEOREMA T1. Sea ¢ una funcién continua de soporte compacto y sea [ una
funcidn integrable. Entonces, la convolucion ¢ * f es una funcidn continua.

Demostracién. Es claro que ¢ (z — y) f (y) es continua en z para casi todo
y € R y puesto que ¢ es una funcién continua y de soporte compacto, existe una
constante M tal que

o (=)l If W) < MIf ()]

y como M |f (y)| es integrable se sigue del corolario 57 que la convolucién

(w*f)(w):/w(w—y)f(y)dy

es continua. 0

TEOREMA 72. Sea ¢ una funcidnde soporte compacto la cual es continuamente
diferenciable en todo R y sea f una funcion integrable. Entonces, la convolucion
(o * f) es continuamente diferenciable y

LDy = [La-viwa asmsy
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Demostracién. Es claro que ¢ (z —y) f (y) es diferenciable como funcién de
x para casi todo y € R.
P ¢ i
uesto que ¢ se anula en (sop¢)~ que es un abierto (pues sop ¢ es compacto)
se sigue que 7 d £ también se anula en (sop <p)c por lo tanto

d
sop ﬁ C sop

dy : dy s 2
y ya que sop 4= es cerrado y sop ¢ es compacto, se tiene que = es una funcién

continua de soporte compacto. Esto implica que existe M; tal que

O] :‘z‘j(x—y)f(y)’Sle(yﬂ

Por el corolario 58 la convolucién es diferenciable y

WD )= [Ty sy

De la continudad de 2y el teorema 71 concluimos que (‘(?:f ) es continua. O

Antes de extender estos resultados a funciones cuadrado integrables debemos
hacer algunas consideraciones.

En primer lugar si una funcién ¢ tiene soporte compacto, existe un intevalo
cerrado finito [a, b] tal que sop ¢ C [a,b]. Esto implica que si x € (—R, R), entonces
¢ (z —y) = 0 para todo y € [-R — b, R — a]“.

En segundo término, se tiene que si una funcién integrable h se anula en el
complemento de un intervalo K, entonces,

/h(y)dy:/Kh(y)dy:/xK(y)h(y)dy

La tersera consideracién se desprende de la desigualdad CBS (lema 63)

LEMA 73. Si una funcion f es medible y

/\f<y>|2dy<oo

Entonces, f es localmente integrable, esto es, para cualquier compacto K, la funcion
Xk (y) f (y) es integrable en R.

Demostracién. Sea K un compacto, puesto que K tiene medida finita, se
tiene que toda funcién constante es integrable en K y

/cdy:cu(K)
K
Como
2 2 2 _ 00
/K\f(y)l dyé/lf(y)\ dy < ooy /Kl dy = p(K) <

se sigue del lema 63 que

/Kf(y)ldy—/Klf(y)~1dy§</K|f(y)l2dy)%</1<12dy) < (K %</|f dy) < oo

Lo que muestra que f es integrable en K.

TEOREMA T4. Sea ¢ una funcion continua de soporte compacto y sea f una
funcion en L? (R). Entonces, la convolucion ¢  f es una funcion continua en R.
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Demostracién. Mostraremos primero que ¢ * f es continua en cualquier
intervalo de la forma (—R, R) con R > 0.

Si [a, b] es un intervalo finito tal que sop ¢ C [a,b] y K es el intervalo [-R — b, R — a],
se tiene que para todo z € (—R,R), la funcién ¢ (z —y) f (y) se anula en el

complemento K y por lo tanto ¢ (z —y) f (y) = ¢ (z —y) xx (v) f (y) para todo
xz € (—R,R).
Por el lema 73 la funcién xx (y) f (y) es integrable en R y por el teorema 71

FK(x)=/<p(x—y)xK(y)f(y)dy

es continua en R.
Ahora bien, para toda z € (—R, R) sabemos que ¢ (z — y) f (y) se anula fuera
de K, asf que

(wf)(w):/w(w—y)f(y)dy=/K<p(w—y)f(y)dyparatodoxe(—R,R)

y como

/go(x—y)f(y)dyz/xK@)w(x—y)f(y)dy:FK(x)
K

Se tiene que
(¢ f) (z) = Fk (x) para todo = € (—R, R)
lo que muestra que (¢ * f) (z) es continua en cada intervalo de la forma (—R, R) y

por ende es continua en todo R. [l

TEOREMA 75. Sea ¢ una funcidnde soporte compacto la cual es continuamente
diferenciable en todo R y sea f una funcién en L? (R). Entonces, la convolucién
@ * f es continuamente diferenciable en R y

Ll @)= [La-viwa asmsy

Demostracién. Haciendo las mismas consideraciones que en la demostracion
anterior y aplicando el teorema 72 obtenemos que

FK(@:/so(x—y)xK(y)f(y)dy

tiene derivada continua y

%(w) Z/%(w—y)m(y)f(y)dy
Como
(¢ * f)(z) = Fk (z) para todo z € (—R, R)
la convolucién (p * f) (z) tiene derivada continuas para x en el intervalo (—R, R) y
d (p *
Maés atin, puesto que

(x) para todo x € (—R, R)

d
sop ﬁ C sop
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para cada x € (—R, R)

[Ee-ntwa = [ Fe-nrwi

/%(m—y)xK(y)f(y)dy:%(x):w(m

Finalmente usamos el hecho de que esto se cumple en cualquier intervalo de la
forma (—R, R) con R > 0 para obtener la concluisién del teorema. (]
A continuacion defiimos otras clases importantes de funciones

DEFINICION 37. Para cada {2 abierto en R definimos

a) La clase C¥ (Q) es el conjunto de todas las funciones ¢ con derivadas continuas
hasta de orden k en (.

b) La clase C™ () es el conjunto de funciones ¢ con derivadas continuas de
todo orden en (.

c) La clase C% (2) es el conjunto de todas las funciones ¢ de soporte compacto
contenido en €2 y con derivadas continuas hasta de orden k.

d) La clase C§° (£2) es el conjunto de funciones ¢ de soporte compacto contenido
en 2 y con derivadas continuas de todo orden.

Puesto que el soporte de la derivada de una funcién esté contenido en el soporte
de la funcién los teoremas anteriores pueden ser extendidos sin mayor dificultad.

COROLARIO 76. a) Si ¢ € C5 (R), entonces, para todo f integrable o cuadrado
integrable se tiene que ¢ * f es de clase C* (R) y
d" (g f d*
T @)= [ ni6)a
b) Si ¢ € C3° (R), entonces, para todo f integrable o cuadrado integrable se
tiene que @ x f es de clase C*™ (R).

Terminamos este apartado con un resultado conserniente al soporte de la con-
volicién.

TEOREMA 77. a) Si ¢ € CE(R) y f es una funcién integrable o cuadrado
integrable de soporte compacto, entonces, ¢ * f € CF (R).

b) Si ¢ € C3° (R), entonces, para todo f integrable o cuadrado integrable de
soporte compacto se tiene que @ * f es de clase C§° (R).

Demostracién. Solo hay que ver que si ¢ y f son de soporte compacto,
entonces, el soporte de la convolucién ¢ * f también es un conjunto compacto. El
resto es consecuencia del corolario anterior 76.

Consideremos el conjunto

sopp+sopf={u+tv:u€soppywveEsopf}

Intuitivamente resulta claro que ¢ (x —y) f (y) # 0 implica que z —y € sopy y
y € sop f por lo tanto x € sop ¢+ sop f, sin embargo, como tanto ¢ como f pueden
ser diferentes de cero en un conjunto de medida cero la prueba es un poco més
delicada. Para proceder rigurosamente, considermos = ¢ sop ¢ + sop f, entonces,
para cada y € sop f, x —y ¢ sopy, por ende, ¢ (z —y) f (y) = 0 para casi todo

T € (sopcersopf)C. Para y ¢ sop f es claro que ¢ (z —y) f(y) = 0 c.d.s. en
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(sop f)c y, por lo tanto, ¢ (x —y) f (y) = 0 para casi todo y € R lo que muestra
que

(pxf)(z) = /cp(:c — ) f (y)dy = 0 para casi todo x € (sop ¢ + sopf)C
C
)

Como esto es valido para casi todo x € (sop ¢ + sop f)~, también se cumple en el

Int (sop ¢ + sop f)€ (el abierto mas grande contenido en (sop ¢ + sop £)<)

Int (sop ¢ + sop ) C (sop (i  £))“
y por ende
sop (¢ * f) C (sop¢ +sop f)
Mostraremos ahora que si sop ¢ y sop f son compactos, entonces, sop ¢ + sop f es
compacto. En efecto, si {z,} es una sucesion en sop p+sop f, entonces z, = T, +yn

com x,, € S0P ¥ Yn € sop f como sop ¢ es compacto existe una subsucesién {z,, }
la cual converge a un punto x de sop ¢. También para la subsucesion {y,, } debe

tener una subsucesién {ynkj } que converge a un punto y € sop f. Por lo tanto la

subsucesién {anj } = {$nkj + Yna, } converge al punto = + y € sop ¢ + sop f. Lo
que muestra que sop ¢ + sop f es compacto.

Finalmente, como sop (p * f) es cerrado y sop (¢ * f) C (sopp +sop f) =
sop ¢ + sop f se sigue que sop (¢ * f) es compacto. O

OBSERVACION 10. De la demostraciéon anterior resulta claro que, independi-
entemente de si las funciones ¢ y f tienen soporte compacto o no, uno puede
garantizar que

sop (¢ * f) C (sop¢ + sop f)

Terminamos este apartado enunciando un importante resultado cuya demostracion,
desafortunadamente, queda fuera del enfoque de estas notas.

TEOREMA 78. Sea Q un abierto de R y sea f una funcion en L* (Q). Entonces,
para cada € > 0 existe una funcion f. € Co () tales que

If = fell = (/Q f (=) - [ (9:)|2dfv>é <e

3.3. Aproximaciones a la identidad. En esta seccién demostraremoa que
toda funcién en L? (R) se puede aproximar por funciones de clase C§° (R). Iniciamos
con la definicién de aproximaciones a la identidad.

DEFINICION 38. Por una sucesién de aproximaciones a la identidad entendemos
una sucesion {p,,} tales que

) @, (@) >0Vx € R.

) ¢, € C5° (R) y sop g, C [—5, 3]

) [ (@) do = 1.

EJjEMPLO 7. Considere la funcién

0si |z >1

La grafica de esta funcién es
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X

y uno puede verificar que ¢ tiene derivadas continuas de todo orden y es claro que
sop ¢ = [—1, 1]. Para cada n € N, definimos

on (@) = 20 (n2)

c:/qb(x)da:

Veamos que {¢,,} es una sucesién de aproximaciones a la identidad. Es claro que
©,, tiene tantas derivadas continuas como ¢. Puesto que ¢ (x) > 0, para cada n,
¢, (z) > 0. Si |z| > 1 entonces, [nz| > 1y por lo tanto ¢ (nz) = 0, lo que muestra
que ¢, (z) = 2¢ (nz) = 0si [z > L, esto es, sopy,, C [—1,1]. Via el cambio de

c n’n

veriable £ = nx se tiene
n 1 1
[en@do= [Zoeurao =7 [o(©)de= =1
c c c
PROBLEMA 38. a) Use induccién para ver que
dar 1 _ B(z)
dak \2? —1) (22— 1)"
donde Py es un polinomio.

b) Use la regla de L’Hopital para mostrar que

donde

lim ‘xk‘ e*=0
r——00
¢) Muestre que si h es una funcién tal que
lim h(x)=0
T— —00

entonces,

. 1 ) 1
wi”%h(le) =0y Jf?-h(le) =0

d) Use lo anterior y el hecho de que todo polinomio es acotado en el intervalo
(—1,1) para ver que la funcién ¢ (x) es diferenciable de todo orden.

TEOREMA 79. Sea {p,} un sucesion de aprozimaciones a la identida y sea
f una funcion continua en R. Entonce, ¢, * f converge uniformamente a f en
cualquier compacto de R.
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Demostracién. Sea K un conjunto compacto de R. Como f es continua y K
es compacto, f es uniformemente continua en K, en consecuencia para cada € > 0
existe 0 > 0 tal que si |y| <

If(x—y)— f(z) <eVzxeK

Por otra parte, sabemos que
Gos @ = o= i W= [ 0.1 @ v)dy
y ya que

/son (y)dy =1

se tiene que

(o * f) () = [ (2)

/%(y)f(x—y)dy—/wn(y)f(x)dy
/gon ) (f (@ —y) — £ (2)) dy

Como sop ¢,, C [—%, %]

[ewte-n-tena=[" c.w) - -fa)d

Asi que

(o f) (2) = f(2)] = ’/n en (y) (f (& —y) = [ (2) dy

< [ e wli@-n- 1@l

n

Es claro que podemos elegir N tal que si n > N, %‘ < § y por ende para todo
1

y € [+, 1] se cumple que |y| < . Por lo tanto sin > N

n’n

1 1

\(wf)(x)—f(m)\s/f son<y>|f<x—y>—f<x>|dy<s/" o (y)dy = Va € K

1 1
n n

lo que muestra que ,, * f converge uniformemente en culquier compacto. (]
El siguiente resultado hace uso del teorema 78.

TEOREMA 80. Sea {p,} una sucesion de aprozimaciones a la identidad. En-
tonces, para cada f € L* (R) la sucesion {p,, * f} converge en L? (R), esto es,

1

2
dn oo 7= 1= i ([ ltgue ) @)~ F @) ae) =0
Demostracién. Dado € > 0 sabeos que existe una funcién f. € Cy (R) tal que
€
15— £l < 5

Como sop f; y sop ¢, son compactos, sop (<pn * fc) tiene soporte compacto. Mads
aun, puesto que sop ¢,, C [—1,1] existe un compacto K tal que

sop (¢, * fe) Csopy,, +sop fe C KVneN
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Del resultado anterior (teorema 79) existe N tal que si n > N

[(on, * fo) (z) = fe (2)] < m

fows b= £l = ([ Vo s £ @) - 1 <oc>|2dac)é < (9;(;)M(K)>; - <

Finalmente, como

(‘pn*f)_f:(‘pn*(f_f%:))""((pn*fe_f8)+(f8_f)

se sigue de la desigualdad del tridngulo y el teorema 69

Wons A= FIl < ons (F = EN+ lon s o — Foll < 1 — £
(/m <m>|dx+1) Vo = Joll 4 o # Jo — £l

Asi para n > N se cumple la desigualdad

IN

3

||(90n*f)—f\|§2||fs—fs||+Hcpn*f€_f5||<%+§:€

O

LEMA 81. Si K es un copmacto, Q) es un abierto de R y K C Q. Entonces,
existe N tal que sin > N

PROBLEMA 39. Muestre que si K es un copmacto, {2 es un abierto de R y
K C Q. Entonces, existe p > 0 tal que

{z eR:dist(z,K) < p} CQ
y use esto para demostrar el lama.

TEOREMA 82. Para cualquier abierto Q C R se tiene que C§° () es denso en
L% (Q).

Demostracién. Sea f € L? (2), por el teorema 78 existe f. € Co (2) tal que
If = fell < 5

Definamos f. como

= ] fe(z) stz e
fg(m)—{ Osizé¢Q

Es claro que f. € L? (R) por el teorema anterior
Jim [l « fo = fof| =0
Asi, para n sufucientemnte grande
= - E €

H‘pn*fs_fH < ||(Pn*fs_sz+||f_fEH < 5"‘525

Fnalmente, sabemos del teorema 76 que ¢,, * f. € Cy° (R) y como
- - - 11
s0p (¢, * f=) C 50p ¢y, +50p fe = s0p fe + [—, ]

se sigue del lema 81 que para n sufucientemente grande

sop (¢, * fe) € Q
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En conclusién, para n suficientemente grande ,, * f- € C5° () y
[on* fo = f|l < e
lo que muestra la densidad de C§° () en L? (£). O
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CAPITULO 3

Espacios de Sobolev

1. El concepto de derivada débil

La razoén para introducir el concepto de derivada débil es dar sentido al concepto
de derivada para una clase suficientemente amplia de funciones en L? (2). El punto
de partida es el teorema de integracién por partes. Como sabemos si u es una
funcién continuamente diferenciable en un abierto €2, entonces, para toda 7 en
Ce () se tiene que

los términos de forntera se anulan ya que 7 tien soporte compacto y dicho soporte
estd contnido en ).

Partiendo de esto, si para una funcién u se puede encontrar una funcién g tal
que

Ju@ i @de=- [g@n@devme ey @)
parece natural, pensar que la funcién g debe ser la derivada de u.

DEFINICION 39. Sea u € L? (Q), diremos que u tiene derivada débil en L? (2)
si y solo si existe una guncién g € L? (Q) tal que

/u(m)n’(m)da::Jg(x)n(m)dmmecg%m

En tal caso la funcién g es llamada la derivada débil de u y la denotaremos por u/'.

Por supuesto cualquier funcion u € L2 (Q) que es diferenciable en Q y su
derivada 2 € L2 (), tiene derivada débil en L*(Q) y
du_,
dz
PROBLEMA 40. Muestre que si una funcién u € L? (Q) es diferenciable en Q y
su derivada 2% € L2 (1), entonces, u tiene derivada débil en L? (Q) y

du ,
=
dx
El siguiente ejemplo muestra que hay funciones que no son diferenciables en (2
pero que si tiene derivada débil.

63
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EJeEmpPLO 8. Considere el intervalo Q = (—1,1) y la funcién u () = |z| es claro
que u no es diferenciable en Q. Sin embargo, para todo n € C§° (£2) se tiene que

[u@n @ - /lllwln’(w)dfv—/olwln’(w)dw+/ollwln'(w)dx
= —/_len’(x)dx+/01xn’(x)d:c

Integrando por partes ambas integrales obtenmeos que

[u@i @ - - <<zn<z>|21+<m<x>|é/Olnu)dw/oln(x)dx)

</0177(9:)dm+/0177(:c)dx>

(@) { -1 S%QSE (—1,0)

1size(0,1)

asi si definimos

nos queda que
/u<x>n’<m>dx=—/g<x>n<x> W € C° (Q)
Q Q

Siguiendo la misma limea de argumentacién uno puede ver que si u es una
funcién continuay es diferenciable por tramos en ) , emtonces, u tiene derivada
débil en L2 (Q).

2. El espacio de sobolev H! (Q)

En esta seccién mostraremos que a las funciones en L? () con derivada débil
en L? () se le puede dar la estructura de un espacio deHilbert

DEFINICION 40. Sea €2 un intervalo abierto o todo R, definimos el espacio de
Sobolev H'! (Q) como el conjunto de todas las fucniones u € L? () que tienen
derivada débil en L? () con el producto

(U, ) () = (u,v) + (u',0") = / w(x)v (z)dw + / o (z) v (z)dx
Q Q
PROPOSICION 83. El producto (-, ) 1 (q) define un producto interior en H(Q).

PROBLEMA 41. Demuestre la proposicién anterior,

La norma en H'! () inducida por este producto interior es

ol = VI + 10 = ([ o+ [ @)’

TEOREMA 84. El espacio H' (Q) con el producto interior (-, VHi() €5 Un es-
pacio de Hilbert.

Demostracién. Sea {u,} una sucesién de Cauchy en H' (Q) como

2 2
[t = uml| < \/Hun = "+ [Jug, = up |7 = [Jun = wml g1 q)

2 2
= || < \/Hun = "+ [Jug, = up |7 = [Jun = wml g1 q)
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se tiene que si {u,,} y {u},} son sucesiones de Cauchy en L? () por lo tanto existen
u,g € L? () tafies que

lim Jun, —ul| =0y lim [uj, —g]| =0
n— 00 n— o0

De la desigualdad de CBS sabemos que para toda n € C5° (€2)

[t @do~ [ u@ @ ds| = | [ () @)do

< ltem = wll 1]

Q
y
/Qun (w)n(w)dw*/Qg(w)n(w)dw - /Q<unfg>n<x>dx < 1y — gl Il

Asi,

Jm | [ @) @) de = [ () (@)da] =
y

Jm | [ @) @) de = [ gy (@)de| -
esto es
/U(x)n’ (@) dw = Tim | up (2) 7' (x) dz y /g(w)n(w)deT}LH;o Uy, ()7 (v) da
Q Q Q Q

Pero para cada n

[ @ @ s == [ @) ds

por lo tanto

/ u(z)n (z)dz = lim [ wu, (x)n (x)dr=— lim [ u, (z)n(z)ds=— / g (z)n(z)dz
Q Q

Esto muestra que u tiene derivada débil y que v’ = g € L? () por lo tanto u €
H' (). Ademés, como lim,, . ||ty — ul| =0y lim,, oo ||ul, — v’ =0

lim up, — ull g1q) =0

n—oo

lo que implic que {u, } converge a u en H' (£2). O
A continuacién mostraremos que, en algun sentido, el Teorema Fundamental
del Célcuo se cumple para as funciones en H! ().

TEOREMA 85. Siu € H' (), entonces, existe una funcion 4 continua en Q
tal que
u(z) =u(z) cds en )

a(x)—a(y):/Iu’(s)dst,yEQ

Para demostrar este resultado se reuieren dos lemas.

LEMA 86. Siu€ L2(Q) y

/Qu(:r)n'(:c)dx:OVnecgo(Q)

Entonces, existe una constante C' tal que u (z) = C c.d.s. en Q.
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Demostracién. Fijemos una funcién ¢ € C3° () tal que

/Qw(z)daszl

Para cada n € C3° (2) considere la funcién

h=mn-— (/Qn(w)dx)ib

Como h tiene soporte compacto en el intervalo Q y

/Qh(sc)dac:O

se puede elegir una primitiva w de h que también tenga soporte compacto. Por
hipotesis

/Qu(x)w’(m)dsz

/Q (u (x)n(z) - (/ (€) df) w(x)u(a:)) di
- / d“’*// (v) deda

y usando el teorema de Tonelli-Fubini obtenemos

[u@v @ = [u@ned- /(/wxu ) (6) de

/ (u ( v (@) ule)de) ) (€)de
En consecuancia

/Q<U(£)—< dm))n §)d¢ = / )dz =0V € C§° ()

Como C&° () es denso en L? () se sigue del teorema 22 que

<qu )

(x) dz c.d.s. O

pero

/Q u(z)w' (z)dz

y por ende u (z) =C = [, ¢
LEMA 87. Sea u € L? (Q) y para yo € Q fijo considere la funcion

Entonces, v € C () y

/Qv(x)n'(x)dxz—/Qu(m)n(x)dx

Demostracion. Nuevamente haremos uso del teorema de Tonelli-Fubini.
Sea n € C&° (), entonces,

/Qv(m)n'(x)dx/Q</yju(s)d5>n(x)dz
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Puesto que Q = (a,b) (aqui a puede tomar el valor —oco y/o b puede ser +00) se

tiene que
Yo b rx
—/ / u(s)n (z)dsdr + / / u(s)n (v)dsdx
a T Yo Y Yo

/Qv(:c) n' (x)dx "
_/ayo (u(s)/:n'(m)dx) ds—i—/yj (u(s)/jn'(x)dm) ds

[ [Cw@neds= [

Yo Q

La continuidad de v se sigue de la desigualdad CBS

1
T T 3
[ uts)as s|xy|%(/ u(s)st) <o —yl*ul
Yy Yy

Ahora estamos listos para demostrar el teorema 85
Demostraciéon. Fijemos yy € Q y defina

ﬂ(x)z/ju’(s)ds

Yo

v (z) —v(y)| =

O

Por el lema anterior % es continua y

pero

por lo tanto
| @@= u@)nie) s =ovnecy @
Asi por el primer lema obtenemos que
u(z) =u(zx)+ C cd.s.

es claro que @ (x) = u (x) + C tiene las propiedades deseadas. O
A continuacién damos una caracterizacion de H* (Q).

TEOREMA 88. Sea u una funcion en L? (). Entonces, u € H' (Q) si y solo si
existe una constante C' tal que

/ u(z)n (z)dz
Q
Demostracién. Si u € H! () sabemos que existe v’ € L? (Q) tal que

/Qu(x)n’(x)dzz/u’(x)n(a:)dx

Q

< Clnll vn € C5° (Q)

de la desigualdad CBS

/Qu (x)n (z)dz

y podemos tomar C' = ||/

< [l lInll ¥n € C5° ()

/Q v (z)n (z)dz
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La idea para probar el regreso es mostrar que
L) = [ i)y (@) do
Q

se puede extender a una funcional lineal cintinua en todo L? () para luego aplicar
el toerema de representacion de Riesz.

Es claro que I/, () es un operador lineal, propiamente I/, () es una funcional
lineal. Como

ol =| [ w@ @as| <l v e 6 (@)

y C5° (92) es denso en L2 (Q2), se sigue del teorema 29 que I, (n) se extiende a una
funcional definida en todo L? (). Por el teorema de representacién de Riesz, existe
h € L? (Q) tal que

l;(v)z/gh(x)v(a:)deUELz ()

En particular,
/ u(z)n (z)dz =1, (v) = / h(z)v (z)dz Vv € C5° ()
Q Q

lo que muestra que la derivada débil de u es —h.€ L? (Q2). O

Cuando uno tiene una funciin « (z) resulta natural definir para cada h la
traslacion w (x + h). Sin embargo, cuando uno trabaja con clases de equivalen-
cia de funciones, esto es, con elementos de L?(2) no es posible definir algo de
manera puntual pues, como sabemos, los valores de una funcién pueden cambiar
en un subconkunto de medida cero. El siguiente resultado muestra como se puede
extender la idea de traslacién de una funcién a L? (€2).

LEMA 89. Sea Q un intervalo abierto de R y sea w un abierto tal que W es
compacto y W C Q. Entonces, para cada h € R tal que |h| < dist (w, Qc) el
operador definido en C§° () como

Th () =n(z+h)
se puede extender de manera inica a todo L? () y
175 @l 2wy < lullz2q)
PROBLEMA 42. Use el teorema 29 para demostrar este lema.
Otra caracterizacién de H! (€2) es la siguiente

TEOREMA 90. Sea u una funcién en L? (Q). Entonces, u € H* (Q) si y solo si
existe una constante C' tal que para todo abierto w tal que W es compacto y w C €2
y para cada h € R tal que |h| < dist (w, QC) se cumple que

75 () = ull 2,y < C[R]
Siu € H!'(Q), por el teorema 85 se tiene que para cada x € w
x+h 1
u(x—i—h)—u(x):/ u’(s)dSZh/ u' (z + th)dt
T 0

y de la desigualdad CBS

1
lu(z+h) —u(z)? < |h|2/ ! (z + th)|” dt
0
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[lusn-u@la < b /(/ o o+ ) ) do
Ih|? / </ ! (2 + th) dx)dt
A (/Mh|u<>| iz ) d
w(fire)e

75 (w) = ull 2y < ClA|

Asi

IN

De aqui se obtiene que

donde C' = [|v'|[ 2(q)-

Para demostrar el reciproco notemos que para cada n € C5° (€2) se puede elegir
w tal que @ es compacto y W C Qy sopn C w. Asiparah € R con |h| < dist (w, QC)
se tiene que

[e@o@-n-n@)d = [ W -u@)neds
Q Q

usando CBS nos queda que

/u(w)(n(wh)w(x))dw
Q

Si ahora dividimoa entre |h| tomamos el limite cuando h — 0 se obtiene que

—/Qu(x) n' (x)dx

la conclusién se sigue del teorema 88.

< I8 (@) = wll oy 1l 2y < C 1AL L2 (0

< Clnll g2y Y0 € C5° ()

3. La densidad de C{° (R) en H' ()

Como en L? (), el encontrar subconjuntos densos en un espacio de Hilbert
resulta de gran utilidad. En esta seccién daremos una serie de resultados en esta
direccion.

TEOREMA 91. Sea ¢ una funcion en CS° (R), entonces, para cada u € H* (R)
la convolucion ¢ x u es un elemento en H' (R) y

(pru) =pxu

Demostracién. Sean € C5° (R), sabemos que como u € L? (R), p*xu € L? (R)
(teorema 69) y como 7 tiene soporte compacto se tiene que

/(/W(x—y)lu(y)ldy) I (z)] dz < oo

Por lo que podemos aplicar el teorema de Tonelli-Fubini. Asi,

/</¢(zy)“(y)dy> ”'(m)dfﬂ:/uw) (/w(xy)n’(z)dx>
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Integrando por partes se tiene que

[e@-ni@d=- [ L=l
Pero

f[so(w—y)]:—%w—y)]

por lo tanto
/@(w—y)n’(w)dw=/d%[w(w—y)]n(ﬂf)dw

ahora aplicamos el corolario 58 para concluir que

/w(w—y)n’(w)dm“:d%/@(w—y)n(fc)ded%(sO*n)

Como ¢ y 1 tienen soporte compacto, también ¢ * 7 tiene soporte compacto y esté
en C° (R), por definicién de derivada débil

[erw@n@as - /u<y>d“§;7’)<y>dy

_ _/u’(y)(w*n)(y)dy

Finalmente, como también «’ es una funcién en L? (R), como al principio
podemos aplicar Tonelli-Fubini para concluir que

/(wu)(m)n'(m)dw - /u’(y)(so*n)(y)dy

= —/(/u’(y)e@(x—y)n(x)dx>dy
= —/(/ (m—y)u'(y)dy)n(w)dw

— [ @@

y el teorema estd demostrado. (Il

¥»

TEOREMA 92. C5° (R) es denso en H' (R).

Demostracién. Sea {¢, } una sucesiéon de aproximaciones a la identidad,
como u,u’ € L? (R) sabemos que

lim |[(¢, *u) —ull =0y lim (¢, «u) = '] =0
n—oo n—oo
y puesto que (¢, *u') = (p,, * u)’ podemos concluir que

lim [[(¢,, * ) = ul| g1 (g) =0

n—0oo

(Il
Para extender este resultado a cualquier intervalo abierto 2 requerimos el
siguente resultado que nos dice como extender una funcién en H' (Q) a una funcién

H' (R).
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TEOREMA 93. (Teorema de prolongacion) Sea 2 un intervalo abierto. entonces
existe un operador lineal E : H' () — H! (R) tal que

a) Para cada u € H' (Q), (Eu) () = u(z) Yz € Q.

b) Exiate una constante C' que solo depende de € tal que

1Bl 2(gy < Cllulaey ¥ 1 Bullin ) < C ey Y € B ()

Demostracién. Empezaremos por mostrar que el resultado es vélido si 2 =
(a,00).
Considere la funcién
oy u(z) siz>a
a(z) = { u(2a—1x) siz<a
Y sea
u (z) siz>a
v(w) = { —u' (2a—z) siz<a
Como v’ € L?((a,0)) y

(oo}

/_OO o’ (20 — 2)[2 da = / W ()2 de

a

se tiene que v es una funcién en L? (R). Usando un argumento similar al de la
demstracién del lema 87 muestra que

x

ﬂ(a:)—u(a):/a v (s)ds

y por ende, 4 tiene derivada débil en L? (R) y @' = v (z), esto es, u € H' (R). Mds
dun, de acuerdo con las definiciones de % y v se tiene que

all g my < 21wl (o)
En conclusién, si §2 es un intervalo de la forma (a, b),el operador
Fu=u

tiene las propiedades deseadas.
Si ahora tenemos que 2 = (—o0,b) podemos razonar de modo similar para
obtener que
e u(z) siz<b
(Bu) (z) = () = { u(2b—z) sixz >b

es el operador de prolongacién.
Para el caso general requerimos de una funcién de corte, esto es, una funcién
¢ € C* (R) tal que

1six<a+bTT“
b—a

¢(x):{ Osix>b—T

0<¢(z)<1VzeR

Esto es una funcién cuya grafica es de la forma
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Definamos

f+($):{ f(z) stz € (a,b) v (33):{ u(z) siz € (a,b)

Osiz>b Osiz>a

Mostraremos que
ur = ¢ (z)uy (z) € H' ((a,00)) v up (2) = (1 = ¢ (2)) u- (z) € H' ((~00,b))

Notemos que para = € (a,b), ur () = ¢ (x)uy (z) y que us (x) = 0 fuera de
(a,b). “Por lo tanto para cada n € C5° ((a,00)) se tiene que

o b
/ ur (@) (@) de = / 6 (2)u () (z) da
b

- /”(x) (@ (2)n(2) = ¢' (x)n(2)) dz

Como ¢n y ¢'n se anulan fuera de un compacto contenido en (a,b) y son C* ((a, b)),
se sigue que

/:O ur (x)n' (z)de = /abu(m) <(¢(x)n(x))’ — /ub ¢ (37)77(56)> da

b b
[ @e@n@d- [ @ @) ds

a

= - [T @@ [ w6 @) ds
= [ (WL @@ s @) (@) 5 () ds

lo que muestra que u; € H' ((a,0)) y

up = (), ¢+uid

Ademis puesto que ¢ y ¢ son cuadrado integrables la desigualdad CBS garantiza
que existe una constante que solo depende de la eleccién de ¢ que a su vez depende
del intervalo € tal que

urll 1 (a,00) < € el 1
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De modo similar se muestra que

||UD||H1(—oo,b) <c” ||u||H1(Q)

Por lo ya demostrado podemos extender u; y up a H! (R). Finalmente, para toda
funcion u € H! (Q) definimos

Fu = Fur+ FEup
Np es dificil ver que (Eu) (z) =u(z) Ve € Qy
1Bl sy < 20"+ ") ol s
O

COROLARIO 94. C5° (R) es denso en H' (), en el sentido de que para cada
u € HY () existe una sucesion {u,} C H' (R) tal que

nhjgo l[un — U||H1(Q) =0

Demostracién. Para cada u € H' (Q) consodere su prolongacién Eu, por el
teorema 92 existe una sucesién {u,} C C5° (R) tal gie

Jim Jun = Bull gy =0
y como
[un = ull 1) = llun = Bull g gy < llun = Bull g g)
se sigue que

il =l =

COROLARIO 95. Si Q es finito C* (Q) es denso en H' (Q).

4. Ma4s propiedades de H! (Q)

Daremos ahora algunos resultados que se desprenden de los teoremas de den-
sidad

TEOREMA 96. Si u € H'(Q), entonces, u € C(2). Mds aiin, existe una
constante C que solo depende de 2 tal que

sup [u (2)| < C llull g ) Yu € H' ()
re

Demostracién. Primero demostraremos el resultado en H! (R).
Es claro que para cualquier funcién ¢ € C5° (R)

go(:v)Q:/z 20 (s) ' (s)dsVz € R

— 00

De la desigualdad CBS

et <2( [ leerds) ([ 10 OFs) <2lelw Il

— 00 — 00

y como para cualesquiera niimeros 2ab < a? + b2, se sigue que

2 2 2
¢ (@) <llellzo@ + 1€ 1@ Yo R
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por lo tanto para toda ¢ € C§° (R)
itég\w(w)l < llollg ()
Dado cualquier u € H* (R) sabemos que existe {¢,,} C C5° (R) tal que
Jim |l — ull g1y =0
Usando la desigualdad anterior obtenemos que
Sup 05 (2) = m (@) < N0y = Ol m)
y como {¢,, }es de Cauchy en H! (R), se sigue que ¢,, (x) converge a u (z) para cada

T, MAas que eso
lim sup |, (z) —u (z)] =0

por lo tanto

= 1 < 1 =
sup fu (z)] = lim sup |, (2) < Hm_llenll ey =l m)

Para demostrar esto en cualquier intervalo abierto €2 podemos usar el operador de
prolongacién. Dado u € H! (Q) apliquemos la ya demostrado a Eu, entonces,

sup [u (z)] = sup |(Eu) ()] < sup [(Bu) (2)] < [|Bull gy < C llull gy
€L z€L z€R

TEOREMA 97. Si Q es un intervalo finito, entonces,
H'(Q) cc(Q)

y para cada sucesion {u,} acotada en H' (Q) existe una subsucesion {u,, } y una
funcion u € C (Q) tal que

lim (sup [tin,, () —u (a:)|> =0

Demostracion. La primera afirmacion se sigue del teorema 85, del teorema
anterior y del corolario 94. La segunda afirmacién es consecuencia del teorema de
Arsela-Ascoli. Puesto que € es finito, €2 es compacto y como

/yﬂﬂ u' (s)ds

se tiene que {u,} es una familia equicontinua definida en el compacto . Por el
teorema de Arsela-Ascoli debe tener una subsucesion con la propiedad deseada. [

1 1 — 1 1 —
< p(Q)2 [z —yl? lupll 2y < 1 (2)2 [ —y|> M Va,y € Q

‘un (x) — Un (y)‘ =

TEOREMA 98. Siu,v € H (), entonces, uv € H (Q) y
(uv) = v'v 4w’

Ademds, para o, § € Q
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Demostraciéon. El argumento es por densidad.
Sean {u,} y {vn} sucesiones en C5° (R) tales que u,, — u y v, — v en H' (Q).
Sabemos que

[t (2) vn () —u (@) v (2)] < |un (@)] |vn () — v (@)] + |un (2) = u (@) [0 ()]

y por ende

IN

sup |un () vp (2) — u () v (z)| sup [up ()] sup |vn (2) — v (2)] + sup |un () — u (z)| sup v ()]
zeQ zeQ zeQ e zeQ

= ||un||H1(Q) [vn (z) —v (m)”Hl(Q) + [Jun (2) — u(x)”Hl(Q) ||”HH1(Q)

A

Asi que

i SUp [t (2) vn (2) = u () v ()]

Usando un argumento similar uno obtiene que
[un () vn (2) = () v (2)] L2(q) < sup [un ()] lvn — vlly(gﬁsgg v (@) [[un (x) = u ()]
xT x

lo que implica que u,v, — uv en L?(Q). El mismo tipo de ideas puesde usarse
para ver que
ul vy — u'v y unv!, — uv’ en L2 (Q)

Como para cada n € C§° (2)

/ woy =  lm [ upv.n’
Q n—oo Jo
. / /
= — lim (Un’Un +unv’n) n
n—oo Q

/ (W'v+u)n
Q

(wv)" = w'v 4w’

concluimos que

La segunda conclusién se sigue del teorema 85. ]

TEOREMA 99. Sea W (z) una funcidn continuamente diferenciable en R tal que
W (0)=0. Siue H' (Q), entonces, Wou € H* (Q) y

(Wou) =W ou)u

Demostracién. Sea u € H' (2) y sea M = sup,cq, |u(z)|, usando el teorema
del valor medio y el que W (0) = 0 se puede ver que exise una constante C (a saber
C = sup_p, v [W']) tal que

W (s)] < Cls| Vs € [-M, M]
Por lo tanto para todo
2 2
W (u (2))]” < C? Ju(2)]
lo que implica que W ou € L? (). Mds atin, como W’ es acotada en [—M.M] se
tiene que también (W’ ou)u' € L% (Q)

Ahora bien, si {u,} C C§° (R) es una sucesién que converge a u en H' (). Sin
pérdida de generalidad podemos asumir que sup,cq |, (z)| < Mpara concluir via
el teorema del valor medio que

(W 0w, () = (W o) (2)] < Cluy (2) — u ()] Vo € Q
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lo que muestra que
lim [[Wou, —Woul g =0

n—oo
Usando un argumento similar al empleado en la demostracién del teorema 98 se
tiene que
lim [|[(W' oup)u, — (W ou) ull g2y =0
n—oo

Finalmente, para cada n € Cg° (Q)

[ ow) @ @de= [ 0 ow) @, (@)n(z) da

Q
y tomando el limite uno concluye que

/ (W ou) (2) f (x) dz = / (W' o) (z) o (2)n («) da
Q

Q

5. Los espacios H} () y H* (Q)

DEFINICION 41. El espacio H} () es el conjunto de funciones u € H! (Q) para
las cuales existe una sucesién {¢, } C C° () tal que

lim |jun — vl g1(q) =0

n—oo

Sefalemos que si Q no es todo R, este espacio no es igual a H' (). De hecho,
uno tiene el siguiente resultado

TEOREMA 100. Seau € H' (). Entonces, u € H} (Q) si y solo siu=0 en la
frontera de Q, 092.

Demostracién. Mostraremos que si u € H' (Q) y u = 0 en 9%, entonces,
u € Hi (). No es dificil ver que se puede encontrar una funcién W continuamente
diferenciable en R tal que

con |W (s)| < |s].
Definamos la sucesién

n () = LWV (s ()

por el teorema 99 u, € H' (). M4s atin, como u, (z) = LW (nu(z)) = 0 si
lu(x)| < + se tiene que

1
SOp Uy, C {:L’ €N |u(zr) > }
n

Como v = 0 en 00 y u es continua se tiene que sopu, debe ser un compacto
contenido en €.
Ahora bien, si u (z) # 0, entonces, existe n tal que nu (z) > 2 y por lo tanto

W (1)) = u ()

y si u(z) = 0, entonces, ZW (nu (z)) = 0. En tocdo caso, u, (x) converge a u (z)

c.d.s. y para cada n

Jun (2) = u (@)]” < 4]u(2)]”
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del teorema de convergencia dominada concluimos que limy, oo [[tn — ul| p2(o) =
0.

De modo similar pero usando el que W’ (s) = 1 si |s| > 2, se concluye que
limy,— oo [Juy, — u/||L2(Q) = 0.

Finalmente, como sop u,, es un compacto contenido en €2, uno puede mostrar
que uy, se puede aproximar por funciones en C§° (£2). (]

DEFINICION 42. Para cada entero k > 2, definimos H* (Q) de manera inductiva,
como el conjunto de funciones u € H*~1 (Q) tales que v’ € H*~1 (Q).

De acuerdo con esta definicién tenemos, por ejemplo que u € H? (Q) si y solo
si wy u estdn en H' () y por lo tanto u’ debe tener derivada débil en L?(Q),
nosotros denotamos por u” a la derivada débil de u’.

En general, si u € H* (Q) se tiene que u, v/, u”, ..., u*) existen y son funciones
en L% (Q).

TEOREMA 101. Para cada entero k > 1, el espacio H* () es un espacio de
Hilbert con el producto interior

(U, v) i () :/UU+/u’v’+--~+/u<k>u<k>
Q Q Q

Con este producto interior la norma en H” (Q) es

L A T P
y la demostracién de que es Hilbert es similar a la prueba de que H!(Q) es un
espacio de Hilbert.
PROBLEMA 43. Demuestre el teorema 101
TEOREMA 102. Siu € H* (Q), entonces, u € C*~1 ().
La demostracién de esto es consecuencia del teorema 96.

PROBLEMA 44. Demuestre el teorema 102.
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